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Введение

Общая теория относительности, представленная [1] в 1915 году, стала

революцией в теоретической физике благодаря красоте своей формулиров-

ки и универсальности применимости к физике гравитационных и космоло-

гических явлений. Она, вместе с квантовой теорией, стала краеугольным

камнем современного понимания природы, несмотря на то, что с момента

появления квантовой механики в начале двадцатых годов прошлого века,

их совместимость подвергается серьезным сомнениям.

Более чем за сто лет эйнштейновская теория относительности, как

релятивистская теория тяготения, нашла своё подтверждение в огромном

количестве экспериментов: опыт Хафеле – Китинга, подтверждающий гра-

витационное замедление времени, эксперимент Паунда и Ребки, где было

подтверждено гравитационное красное смещение и многие другие опыты,

подтверждающие предсказания теории. Но исторически первым подтвер-

ждением адекватности ОТО было успешное описание аномального смеще-

ния перигелия Меркурия. Однако, наряду с огромными успехами общая

теория относительности имеет и ряд проблем космологического характера,

прежде всего связанных с необходимостью введения в теорию темной энер-

гии и темной материи, наличие которой, как некоторой скрытой массы [2],

необходимо при описании эволюции Вселенной и поведения ее крупномас-

штабных структур.

Темная энергия может интерпретироваться как космологическая по-
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стоянная, то есть энергия вакуума, но ее малая величина крайне неесте-

ственна с точки зрения квантовой теории поля. Сложности работы с темной

материей вызваны тем, что к настоящему моменту не обнаружено соот-

ветствующих частиц, что означает либо недостаточное понимание физики

элементарных частиц, раз не получается обнаружить тяжелые частицы,

взаимодействующие лишь с гравитацией, либо то, что теория тяготения

должна быть скорректирована на масштабах, где “темная материя” игра-

ет существенную роль в поведении наблюдаемых объектов.

Поэтому вполне естественно поставить вопрос о возможности постро-

ения теории, отличной от эйнштейновской теории относительности, кото-

рая бы согласовывалась с ней в надежно проверенных аспектах, но одно-

временно с этим адекватнее описывала бы те явления, которые в рамках

ОТО требуют введения дополнительных “костылей” в виде темных секто-

ров, или же требуют точной настройки начальных данных. А также хоте-

лось бы надеяться, что подобная теория будет гораздо более благосклонна

к квантованию.

В данной диссертации рассматриваются некоторые динамические ас-

пекты теории, предложенной в работе [3], и немного дополненной в [4],

японскими исследователями К. Хаяши и Т. Ширафуджи. Эту теорию они

назвали New general relativity (ниже будет использоваться аббревиатуру

NGR), она является простейшим обобщением TEGR — телепараллельно-

го эквивалента теории относительности, то есть теории динамически пол-

ностью тождественной ОТО, но использующей в качестве основной гео-

метрической характеристикой пространственно-временного многообразия

кручение вместо кривизны, а в качестве динамической переменной поле
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тетрад вместо метрики. Тетрадный формализм в ОТО использовал и Эйн-

штейн, когда пытался построить единую теорию электромагнитных и гра-

витационных взаимодействий, интерпретируя шесть дополнительных сте-

пеней свободы как компоненты электрического и магнитного полей. Что

однако не привело к существенным успехам.

В тексте диссертации сначала определяются основные геометриче-

ские объекты, которые будут использоваться в данном исследовании, иллю-

стрируются общие свойства телепараллельных теорий, строиться лагран-

жева плотность действия и выводятся уравнения движения.

Затем демонстрируется, что вакуумные статические сферически сим-

метричные решения могут быть найдены при произвольных параметрах

теории, а также показывается наличие в теории Хаяши – Ширафуджи мо-

делей отличных от TEGR, в которых воспроизводится ньютоновский закон

всемирного тяготения.

В следующей главе исследуются возмущения вакуумных уравнений

движения над тривиальным решением — пространством Минковского. Это

позволяет определить количество и характер всех степеней свободы каж-

дой из теорий, задаваемых уравнениями движения NGR, без полного по-

строения канонического гамильтонова формализма теории.

В заключительной части исследования обобщаются вычисления преды-

дущей главы на случай пространственно плоской Вселенной Фридмана –

Робертсона – Уокера в присутствии тензора энергии-импульса идеальной

жидкости. Выводятся уравнения для возмущений тетрады, задающей кос-

мологической метрики Фридмана с конформным временем, а также опре-

деляется, какая именно реализация теории Хаяши – Ширафуджи задает
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наиболее адекватную, с физической точки зрения, модель.

Актуальность исследования

Выше упоминалось, что космология, основанная на общей теории от-

носительности с одной стороны прекрасно согласуется с наблюдениями, а

с другой содержит в себе проблемы, связанные, например, с наличием тем-

ных секторов. Поэтому вопрос о поиске модифицированных теорий гра-

витации и их космологических приложений является насущным, что под-

тверждается большой публикативной активностью в этой сфере.

Статьи, на которых основывается данная диссертация сосредоточены

на исследовании общих свойств телепараллельной теории Хаяши – Шира-

фуджи, как модификации ОТО, в рамках которой возникают дополнитель-

ные динамические степени свободы, которые в некоторых моделях, обла-

дающих абсолютным параллелизмом, позволяют описать эффекты темной

материи, как чисто гравитационные [5]. А тот факт, что не так давно были

детектированны гравитационные волны, оставляет надежды на скорое по-

явление большого количества новых экспериментальных данных, которые

позволят проверять адекватность ОТО и ее модификаций на все большем

массиве современных наблюдений.

Разработанность темы

Как было замечено выше, первые телепараллельные идеи, основан-

ные на тетрадном формализме, разрабатывал еще Эйнштейн [6], но уже в

начале шестидесятых годов эти начинания были подхвачены Мёллером [7],

Пеллегрини и Плебански [8]. Ими был построен лагранжиан, согласую-
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щийся с принципами абсолютного параллелизма. Несколько позже Хаяши

и Накано [9] переформулировали абсолютный телепараллелизм с помощью

подгруппы трансляций на калибровочной группе Лоренца. Новый форма-

лизм, обобщающий ОТО и развивающий эти идеи, был представлен в [3].

Наконец в современном виде концепции абсолютного телепараллелиз-

ма применительно к гравитации вместе со всей терминологией были сфор-

мулированы в начале десятых годов двадцать первого века в работах [10]

и [11]. С тех пор в журнальной литературе стали появляться многочислен-

ные статьи, которые развивали и обобщали идеи телепараллелизма. Среди

них нужно отметить и нелинейные по скаляру кручения, в отличии от

NGR [3], обобщения теории относительности типа f(T ), впервые рассмот-

ренные в [12] и [13].

Что касается модели New general relativity, то и она активно иссле-

дуется в данный момент. Прежде всего она изучается, как динамическая

модель со связями. Этому посвящены работы [14], [15]. В них развивается

канонический формализм, обсуждаются свойства гамильтониана и первич-

ных связей, а также выделяются девять частных теорий, которые могут

реализовываться в NGR. Статья [16] исследует непротиворечивость всех

моделей теории, учитывая не только квадратичные, но и кубический члены

взаимодействия. Принцип эквивалентности, как одна из фундаментальных

основ эйнштейновской теории относительности, исследовался в теории Ха-

яши – Ширафуджи в работе [17] и обобщался применительно к ней в [18],

где были приведены соотношения на параметры теории, при которых вы-

полняется равенство гравитационной и инертной масс.
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Цель работы

Целью данной работы является анализ динамических свойств телепа-

раллельного обобщения Хаяши – Ширафуджи общей теории относитель-

ности Эйнштейна. Прежде всего интересна адекватность этой теории в ка-

честве альтернативы классического описания гравитации. Поэтому задача

исследования состоит в определении области параметров, которые бы за-

давали модель, хорошо согласующуюся с ОТО, но не тождественную ей,

для того чтобы в перспективе описать поведение темных секторов энергии-

импульса материи или, к примеру, инфлатона. Для этого в рамках данной

диссертации решаются следующие задачи.

• Показать, что при поиске вакуумных статических сферически сим-

метричных решений в теории Хаяши – Ширафуджи, тетрада может

быть выбрана в виде, не порождающем антисимметричной части по-

левых уравнений, и продемонстрировать, что они допускают инте-

грирование в элементарных функциях при произвольных значениях

параметров теории.

• Получить уравнения линеаризованных возмущений теории NGR над

плоским пространством Минковского и классифицировать все пере-

менные в тензорном, вектором и скалярном секторах возмущений тет-

рады.

• Описать поведение космологических возмущений уравнений движе-

ния над конформно плоской тетрадой, задающей метрику Фридмана

– Робертсона – Уокера, в случае, когда материя в уравнениях движе-

ния представлена тензором энергии-импульса идеальной жидкостью.
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• С помощью конформных преобразований динамической переменной

теории, тетрады, построить конформные преобразования полевых урав-

нений движения.

• Определить наличие или отсутствие «сильной связи» (нестабильного

количества калибровочных степеней свободы) в различных моделях,

реализуемых исследуемой теорией Хаяши – Ширафуджи.

Основные положения, выносимые на защиту

1. Показано, что вакуумные статические сферически симметричные ре-

шения могут быть найдены явно в терминах элементарных функций

без ограничения общности параметров теории Хаяши – Ширафуджи,

а использованная тетрада не порождает антисимметричной части по-

левых уравнений.

2. Получены возмущения вакуумных уравнений движения над триви-

альным решением — пространством Минковского во всех девяти мо-

делях, реализуемых различными комбинациями параметров теории

Хаяши – Ширафуджи. В линейном порядке теории возмущений про-

ведена классификация степеней свободы на динамические, калибро-

вочные и ограниченные связями.

3. Получены уравнения линеаризованной теории Хаяши – Ширафуджи

над фоновым пространством Фридмана – Робертсона – Уокера, как

прямым вычислением, так и с помощью конформных преобразований

тетрады. Определены модели, в которых космологические решения

могут вести себя подобно ОТО.
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4. Выявлен класс моделей, реализующихся в теории Хаяши –Ширафуд-

жи, не обладающих проблемой «сильной связи» (то есть обладающих

устойчивым количеством калибровочных мод в рамках линеаризован-

ной теории) при переходе от фонового пространства Минковского к

космологическому фону Фридмана, поэтому допускающих коррект-

ную постановку задачи Коши.

Научная новизна и значимость работы

Все вышеперечисленные положения, выносимые на защиту, основаны

на новых результатах. Подробнее положения будут сформулированы вме-

сте со всеми соответствующими ссылками в тексте диссертации. Кратко

новизна и значимость всех наших результатов могут быть описаны следу-

ющим образом.

Исследуется одна из телепараллельных модификаций ОТО — линей-

ная по трем четным скалярам кручения теория Хаяши – Ширафуджи, ко-

торая за более чем сорок лет своего существования, в отличие от нелиней-

ных обобщений, достаточно бедно описана в научной литературе. Анализи-

руются динамические свойства различных реализаций теории с помощью

вакуумных возмущений полевых уравнений над плоским пространством

Минковского и космологических возмущений (попутно построив конформ-

ные преобразования уравнений движения) с целью определения моделей,

которые могли бы претендовать на адекватное обобщение ОТО, а также

переменные в линеаризованной теории классифицируются на динамиче-

ские, калибровочные и те, что ограничены связями. Выявлен класс мо-

делей NGR, которые лишены проблемы «сильной связи» при переходе от
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фона Минковского к Фридмановскому, то есть обладают устойчивым коли-

чеством калибровочных степеней свободы, а значит допускают корректную

постановку задачи Коши.

Методология и методы исследования

В рамках исследования использовались методы геометрии гладких

многообразий, элементы теории обыкновенных дифференциальных урав-

нений и уравнений в частных производных, а также методы теории калиб-

ровочных полей.

Достоверность результатов

Полученные результаты согласуются с известными ранее фактами,

справедливыми для эйнштейновской теории относительности, а также не

противоречат теоретическим выводам, полученным в рамках модифици-

рованных телепараллельных гравитационных теорий. Достоверность вы-

водов обеспечивается применением корректных математических методов.

Результаты докладывались на семинарах и конференциях, они опублико-

ваны в ведущих международных журналах, цитируются в работах других

авторов.

Апробация работы

Основные результаты диссертации докладывались на конференциях:

LVI Зимняя Школа НИЦ КИ - ПИЯФ (Луга, 2024); 66-я Всероссийская

научная конференция МФТИ (Долгопрудный, 2024); XI Международная

школа-конференция молодых ученых и специалистов «Современные про-
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блемы физики-2024» (Минск, 2024); Международная научная конферен-

ция студентов, аспирантов и молодых учёных «Ломоносов-2024» (Москва,

2024);

на научных семинарах Отделения теоретической физики НИЦ КИ ПИЯФ

им. Б.П. Константинова, Кафедры физики высоких энергий и элементар-

ных частиц СПбГУ, лаборатории физики высоких энергий МФТИ, Лабо-

ратории теоретической физики имени А. А. Фридмана РГПУ имени А. И.

Герцена, Лаборатории теоретической физики им. Н.Н. Боголюбова ОИЯИ,

Отдела теоретической физики ИЯИ РАН.

Публикации и вклад автора

Основные результаты диссертации опубликованы в трех печатных ра-

ботах в изданиях, индексируемых базами данных “SCOPUS” и “Web of

Science” [19] – [21]. Все основные результаты, изложенные в диссертаци-

онной работе, получены соискателем либо при его прямом неотделимом

участии в соавторстве, либо лично.

Объем и структура работы

Диссертация состоит из введения, четырех глав, заключения, одного

приложения и списка литературы из 61 наименования. Работа изложена на

110 страницах.

Во введении приводится краткая историческая справка идей абсо-

лютного параллелизма, формулируется актуальность исследования, обо-

значаются цели и задачи диссертации. Перечисляются положения, выно-

симые на защиту, отмечается научная новизна и значимость работы. При-
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водится список публикаций и апробаций работ, лежащих в основе диссер-

тации.

В первой главе, не содержащей новых результатов, формулируются

основные принципы построения лагранжианов телепараллельных моделей.

Определяются геометрически объекты и их свойства, используемые в ис-

следовании, выводятся уравнения движения теории Хаяши – Ширафуджи.

В второй главе демонстрируется, что вакуумные статические поле-

вые уравнения, обладающие сферической симметрией, не имеют антисим-

метричной части, при подходящем выборе анзаца тетрады, и могут быть

проинтегрированы явно при произвольных параметрах теории в элемен-

тарных функциях.

Во третьей главе приведены возмущения уравнений движения над

плоским фоном — пространством Минковского. Это позволяет посчитать

степени свободы линеаризованной теории в каждой из девяти моделей, ре-

ализуемых в рамках NGR.

В четвертой главе рассмотрены возмущения уравнений движения

уже над пространством Фридмана – Робертсона – Уокера в изотропном вре-

мени, что позволяет также подсчитать степени свободы во всех моделях и

путем сравнения с результатами второй главы сделать вывод о неустойчи-

вом количестве калибровочных мод в некоторых из них.

В заключении сформулированы основные результаты и выводы ис-

следования.

Необходимо сделать важное замечание, что при классификации пе-

ременных во второй и третьей главах используемые нами термины: ди-

намическая мода, связь, ограничивающая поведение переменной и калиб-
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ровочная степень свободы, применяются только к исследуемым линейным

приближениям исходной теории.

В приложении приведен альтернативный способ получения возму-

щений уравнений движения над пространством Фридмана – Робертсона –

Уокера с помощью конформных преобразований тетрады.
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1. Математическое введение

1.1. Общие геометрические соображения и обозначения

На гладких многообразиях могут быть независимым образом введе-

ны две геометрические структуры: метрический тензор gµν и аффинная

связность Γαµν. Первая определяет длины кривых на многообразии и есте-

ственную инвариантную меру интегрирования
√
−g dx, вторая же опреде-

ляет правило параллельного переноса тензорных полей на многообразии.

Обобщение эйнштейновской теории гравитации, основанной на римановой

геометрии, на метрико-аффинную геометрию было предложено в [23], а ее

телепараллельная реализация в [24]. Не вдаваясь во все дифференциаль-

но геометрические тонкости, перейдем к построению основных объектов,

которые будут использованы в диссертационном исследовании.

Рассмотрим векторное поле Aµ на пространственно-временном мно-

гообразии. При параллельном переносе оного на бесконечно малый вектор

δxµ, контравариантное поле Aµ с помощью связности Γαµν получает малое

приращение δAν = −ΓνµαA
αδxµ, а для ковариантных компонент векторного

поля Aµ такое приращение имеет вид δAν = ΓαµνAαδx
µ, где коэффициенты

отличаются лишь знаком, потому что скаляры вида AµB
µ инвариантны

при параллельном переносе вдоль δxµ на многообразии.

Учитывая, что параллельно перенесенный вектор может быть интер-

претирован как этот же вектор в близкой точке, то полное его приращение
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Рис. 1.1: Tα·µν определяет некоммутативность параллельных переносов вдоль суммы двух

векторов ~1 +~1′ 6= ~1′ +~1.

будет состоять из разности величины первого порядка малости по δxµ, про-

порциональной частной производной от поля, и указанного выше прираще-

ния, пропорционального связности Γ. Поэтому ковариантная производная

контравариантных и ковариантных векторных полей будет иметь вид

∇µA
ν ≡ ∂µA

ν + ΓνµαA
α, ∇µAν ≡ ∂µAν − ΓαµνAα. (1.1)

Закон преобразования коэффициентов связности при изменениях коорди-

нат xµ = xµ(x̂) имеет стандартный нетензорный вид с неоднородным сла-

гаемым

Γσµν =
∂xσ

∂x̂ρ
∂x̂α

∂xµ
∂x̂β

∂xν
Γ̂ραβ +

∂xσ

∂x̂ρ
∂2x̂ρ

∂xµ∂xν
. (1.2)

Поскольку неоднородное слагаемое симметрично по индексам µ и ν, то

антисимметричная часть связности является тензором

T σ·µν ≡ Γσµν − Γσνµ, (1.3)

называемым кручением. Иллюстрация (из обзора [25]) геометрического

смысла кручения приведена на Рис. 1.1.
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Рис. 1.2: Поворот вектора при параллельном переносе вдоль замкнутого контура 1− 6.

Еще одной фундаментальной характеристикой гладкого многообра-

зия является кривизна, явное выражение для которой можно получить с

помощью коммутатора ковариантных производных, примененного к про-

извольному векторному полю

(∇µ∇ν −∇ν∇µ)Aα = Rα
·βµνA

β − T σ·µν∇σA
α, (1.4)

где Rα
·βµν — тензор кривизны

Rα
·βµν = ∂µΓανβ − ∂νΓαµβ + ΓαµγΓ

γ
νβ − ΓανγΓ

γ
µβ. (1.5)

Он обладает единственным свойством симметрии Rα
·βµν = −Rα

·βνµ. Его гео-

метрический смысл состоит в нетривиальности параллельного переноса

векторного поля вдоль замкнутого контура, иллюстрация кривизны из [25]

приведена на Рис. 1.2.

Нужно заметить, что в общих метрико-аффинных пространствах еще

одной характеристикой, кроме кривизны и кручения, является неметрич-
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Рис. 1.3: Изменение длинны вектора при параллельном переносе.

ность

Qαµν ≡ ∇αgµν, (1.6)

которая в классической римановой геометрии [26] полагается равной нулю.

Иллюстрация неметричности (из обзора [25]) приведена на Рис. 1.3.

Поэтому выражая из нее частную производную от метрики

∂αgµν = Γραµgρν + Γρανgµρ +Qαµν, (1.7)

и используя стандартный метод вывода симметричной связности Леви-

Чевиты с помощью комбинации производных ∂µgαν+∂νgµα−∂αgµν, получим

выражение для общей аффинной связности

Γαµν =
1

2
(∂µgαν + ∂νgµα − ∂αgµν) +

+
1

2
(Tαµν + Tµαν + Tναµ) +

1

2
(Qµνα +Qνµα −Qαµν) . (1.8)

Ниже для связности мы будем использовать обозначения Γαµν = Γ̃αµν + δΓαµν,

где тильдой будет обозначаться симметричная связность Леви-Чивиты

Γ̃αµν = gαβΓ̃βµν =
1

2
gαβ (∂µgβν + ∂νgβµ − ∂βgµν) , (1.9)
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а δΓαµν — поправка к связности

δΓαµν =
1

2
(Tαµν + Tµαν + Tναµ) +

1

2
(Qµνα +Qνµα −Qαµν) . (1.10)

В этих терминах тензор кривизны (1.5) может быть представлен в виде

Rα
·βµν (Γ) = Rα

·βµν

(
Γ̃
)

+ ∇̃µδΓ
α
νβ − ∇̃νδΓ

α
µβ + δΓαµρδΓ

ρ
νβ − δΓ

α
νρδΓ

ρ
µβ, (1.11)

где ∇̃ — ковариантная относительно связности Леви-Чивиты производная.

1.2. Тетрадный формализм

Эйнштейновская общая теория относительности — это теория, где ди-

намической переменной является ковариантный тензор второго ранга gµν,

метрика. Альтернативным к метрическому является тетрадный подход, в

рамках которого динамической переменной является набор четырех век-

торных полей ea (где индекс a принимает значения 0, 1, 2, 3), образующих

ортонормированный базис gµνeµ·aeν·b = ηab в касательных, в каждой точке к

многообразию, плоских пространствах. Набор векторов eµ·a образует невы-

рожденную матрицу, которая вместе с обратной e·aµ может определять ко-

и контравариантные компоненты метрики

gµν = e·aµ e
·b
ν ηab, gµν = eµ·ae

ν
·bη

ab. (1.12)

Важно отметить, что заданная метрика определяет поле тетрад e·aµ с точно-

стью до локального преобразования Лоренца в касательном пространстве

e·aµ → Λa
· ce
·c
µ , что соответствует переходу между ортонормированными ба-

зисами в плоском касательном пространстве.

Тот факт, что невырожденная матрица e·aµ обладает индексами двух
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различных типов, позволяет определить тензоры с латинскими индексами

B·ba ≡ eµ·aB
·ν
µ e
·b
ν , (1.13)

что можно интерпретировать как координаты тензора, отнесенные к опре-

деленному базису. Наличие индекса новой природы делает необходимым

введение связности нового типа ω, которая будет отвечать за преобразова-

ние объекта с латинскими индексами при параллельном переносе и зада-

вать его ковариантную производную

∇µW
aν = ∂µW

aν + ΓνµρW
aρ + ωa·µcW

cν. (1.14)

Новая связность ωa·µc называется спин-связностью. Она преобразуется как

связность по латинским индексам при преобразованиях Лоренца

ωa·µb → Λa
cω

c
·µd
(
Λ−1

)d
b
−
(
Λ−1

)a
c
∂µΛc

b.

Поскольку естественно требовать согласованности аффинной связности Γ

и спин-связности ω, так как понятие параллельного переноса должно быть

универсальным для объектов с греческими и латинским индексами (ведь

связаны они именно тетрадами), то eµ·a полагается ковариантно постоянным

∇µe
ν
·a = ∂µe

ν
·a + Γνµαe

α
·a − ωb·µaeν·b = 0, ∇µe

·a
ν = ∂µe

·a
ν − Γαµνe

·a
α + ωa·µbe

·b
ν = 0.

(1.15)

Эти выражения позволяют выразить аффинную связность через спин-связность

и наоборот

Γαµν = eα·a
(
∂µe

·a
ν + ωa·µbe

·b
ν

)
, ω·a·µb = −eν·b∂µe·aν + e·aαΓαµνe

ν
·b, (1.16)

где выражение в первых скобках иногда обозначают Dµe
·a
ν = ∂µe

·a
ν +ωa·µbe

·b
ν ,

что называется лоренц-ковариантной (по латинским индексам) производ-

ной. Соотношения (1.16) в дальнейшем помогут получить спин-связность
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ω̃, соответствующую связности Леви-Чивиты Γ̃, компоненты которой на-

ходятся по компонентам метрическим.

1.3. Телепараллелизм и уравнения движения

Теперь рассмотрим, как ковариантное постоянство тетрады (1.15) по-

влияет на метрику

∇αgµν = ηab
(
∂α(e·aµ e

·b
ν )− Γβαµe

·a
β e
·b
ν − Γβανe

·a
µ e
·b
β

)
= −e·bµe·cν (ηabω

a
·αc + ηacω

a
·αb) = 0,

(1.17)

где последнее равенство выполнено из-за антисимметрии ω по латинским

индексам в силу принадлежности матрицы ω·α· к алгебре Ли группы Ло-

ренца. Таким образом, ковариантное постоянство тетрады ведет к триви-

альности тензора неметричности, что приводит к еще одному свойству сим-

метрии кривизны Rαβµν = −Rβαµν . Поэтому выражение (1.8) упрощается

до

Γαµν = Γ̃αµν +Kαµν, (1.18)

где Γ̃αµν — связность Леви-Чивиты, а

Kαµν =
1

2
(Tαµν + Tµαν + Tναµ) (1.19)

называется тензором конторсии, который наследует за кручением свойство

антисимметрии по двум индексам Kαµν = −Kνµα.

Поэтому, используя в качестве δΓ конторсию K без неметричности,

получаем кривизну (1.11) в форме

Rα
·βµν (Γ) = Rα

·βµν

(
Γ̃
)

+ ∇̃µK
α
·νβ − ∇̃νK

α
·µβ +Kα

·µρK
ρ
·νβ −K

α
·νρK

ρ
·µβ. (1.20)
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Вычисляя скалярную кривизну

R (Γ) = R
(

Γ̃
)

+ 2∇̃µT
µ + T, (1.21)

где

Tµ = T α·µα = −T α·αµ (1.22)

является вектором кручения, а

T =
1

4
TαβµT

αβµ +
1

2
TαβµT

βαµ − TµT µ (1.23)

скаляром кручения, который иным образом можно определить как свертку

T =
1

2
TαβµS

αβµ, (1.24)

где Sαβµ — так называемый суперпотенциал

Sαβµ = Kβαµ + gαβT µ − gαµT β, (1.25)

который естественным образом возникнет ниже при выводе уравнений дви-

жения. И аналогично конторсии, вслед за кручением обладает свойством

антисимметрии Sαβµ = −Sαµβ.

Нужно отметить, что все вышеизложенные рассуждения подразуме-

вали, что тетрада eµ·a и спин-связность ωa·αb являются независимыми. И

поэтому в классической формулировке телепараллельной гравитации ис-

пользуется связность Вайценбёка

Γαµν = eα·a∂µe
·a
ν , (1.26)

что эквивалентно тривиальности спин-связности ωa·αb = 0. Геометрический

смысл связности Вайценбёка обсуждался в работе [27]. Так тензор круче-

ния однозначно определяется производными тетрады

T α·µν = Γαµν − Γανµ = eα·a
(
∂µe

·a
ν − ∂νe·aµ

)
. (1.27)
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Но для формулировки действия теории телепараллельной гравитации фик-

сируется общая кривизнаRα
·βµν (Γ) = 0 и в, частности скалярR (Γ) = 0. Это

позволяет выразить скаляр кривизны R
(

Γ̃
)
из (1.21) через скаляр круче-

ния и дивергенцию вектора T µ, а значит вакуумное действие Эйнштейна—

Гильберта может быть переформулировано

S = − 1

2κ

∫
R
(

Γ̃
)√
−g d4x =

1

2κ

∫
T|e|d4x+

1

κ

∫
|e|∇̃µT

µd4x, (1.28)

где мера |e| — определитель матрицы e·aµ , а κ = 8πG — гравитационная

постоянная, которая пропорциональна ньютоновской константе тяготения

G. Дивергенция ∇̃µT
µ дает нулевой вклад в уравнения движения, посколь-

ку в произведении с мерой сводится к частной дивергенции ∂µT µ, которая,

в свою очередь, по формуле Гаусса — Остроградского переходит в инте-

грал по трехмерной гиперповерхности
∫
T µdσµ, где dσµ — вектор нормали

к гиперповерхности. Однако это поверхностное слагаемое, в соответствии

с классическими вариационными принципами, равно нулю, поскольку на

пространственной бесконечности все физические поля считаются исчезаю-

ще малыми.

Действие в правой части (1.28) задает теорию динамически полно-

стью тождественную ОТО, поэтому она называет телепараллельным эк-

вивалентом теории относительности TEGR. Подробное изложение многих

уже известных фактов телепараллельных теорий приводится в большом

обзоре [25]. Однако интерес представляет действие с обобщенным скаля-

ром кручения

T =
a

4
T αµνTαµν +

b

2
T αµνTµαν − cT µTµ, (1.29)

вместо (1.23). Этот скаляр отличается от того, что был использован в [3],



26

лишь переобозначением параметров a, b, c

T = c1tαµνt
αµν + c2vµv

µ + c3aµa
µ = c1Tten + c2Tvec + c3Tax, (1.30)

где

tαµν =
1

2
(Tαµν + Tµαν) +

1

6
(gναvµ + gνµvα)− 1

3
gαµvν, (1.31a)

vµ = −Tµ = T λ·λµ, (1.31b)

aµ =
1

6
εµναβT

ναβ, (1.31c)

являются соответственно тензорной, векторной и аксиальной частями кру-

чения. Выражение (1.30) можно легко переписать в виде

T =

(
a+ b

3

)
Tten +

(
a+ b− 6c

6

)
Tvec +

(
6b− 3a

2

)
Tax, (1.32)

откуда связь между наборами коэффициентов c1, c2, c3 и a, b, c очевидна. В

этих терминах скаляр TEGR (1.23) при a = b = c = 1 имеет вид

T =
2

3
Tten −

2

3
Tvec +

3

2
Tax. (1.33)

Нужно заметить, что динамическая теория, реализуемая плотностью лагран-

жиана (1.29), уже не будет локально лоренц-инвариантной в силу триви-

альности спин-связности [28]. Потеря лоренц-инвариантности, в частности,

означает, что найденное решение полевых уравнений движения, после при-

менения к нему произвольного SO(1, 3)-преобразования [29], перестанет

быть решением. Однако факт утраты локальной лоренц-инвариантности

не означает, что уже на этом этапе теория Хаяши – Ширафуджи противо-

речит ОТО, поскольку это нарушение калибровочной SO(1, 3) симметрии,

а не группы диффеоморфизмов, по отношению к которой NGR остается ко-

вариантной, так же как и ОТО. Нужно также заметить, что f(T )-модели
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допускают ковариантизацию, которая подробнее обсуждалась в [30]– [33].

Это является как проблемой исследуемой нами теории, так как TEGR об-

ладает лоренц-инвариантностью, и отказ от данного свойства — удар по

эстетичности описания гравитации, так и ее достоинством, поскольку в ней

могут появиться дополнительные динамические степени свободы, которые

могут интерпретироваться как, например, темная материя.

1.4. Уравнения движения

Варьируя обобщенное вакуумное действие NGR

S =
1

2κ

∫
dx4|e|

(
a

4
T αµνTαµν +

b

2
T αµνTµαν − cT µTµ

)
, (1.34)

относительно e·aα , учитывая вид вариации обратной тетрады δeµ·a = −eµ·beν·aδe·bν

и определителя δ|e| = |e|eα·aδe·aα , а также вариаций всех трех скаляров

δ (T αµνTαµν) = 4
(
T [µeα]a ∂µδe

·a
α + T [α

·aµT
µ]δe·aα

)
, (1.35a)

δ (T αµνTµαν) = 4
(
TβµaT

[α|β|µ]δe·aα − T [βα]
· · a∂βδe

·a
α

)
, (1.35b)

δ (T µTµ) = 4 (T ·µαa ∂µδe
·a
α − TµνaT µναδe·aα ) , (1.35c)

получаем

δS =
1

κ

∫
dx4|e|

(
S·µαa ∂µδe

·a
α +

1

2
Teα·aδe

·a
α − TµνaSµναδe·aα

)
, (1.36)

где S — обобщенный суперпотенциал

Sαµν =
a

2
Tαµν +

b

2
(Tµαν − Tναµ) + c (gαµTν − gανTµ) , (1.37)

который по-прежнему антисимметричен по второму и третьему индексам.

После интегрирования по частям первое слагаемое вариации превращается



28

в ∂µ (|e|S·αµa ) δe·aα = |e|
(
∂µS

·αµ
a + Γ̃ββµS

·αµ
a

)
δe·aα . Вычитая из получившейся

конструкции |e|ω̃b·µaS
·αµ
b и прибавляя его же, мы сведем вариацию (1.36) к

δS =
1

κ

∫
dx4|e|

(
∇̃µS

·αµ
a + ω̃b·µaS

·αµ
b +

1

2
Teα·a − TµνaSµνα

)
δe·aα . (1.38)

Из (1.16) и (1.18) несложно получить

ωa·µb = ω̃a·µb +Ka
·µb, (1.39)

откуда, учитывая (1.26), имеем ω̃a·µb = −Ka
·µb, поэтому вариация (1.38) за-

дает полевое уравнение

∇̃µS
·αµ
a −KbµaS

bαµ − TµνaSµνα +
1

2
Teα·a = 0.

Которое с помощью определения тензора консторсии (1.19) и невырожден-

ности тетрады можно привести к окончательному виду

G·νµ ≡ ∇̃αS
·να
µ −KαµβS

ανβ +
1

2
Tδνµ = 0, (1.40)

где G·νµ обозначает трехпараметрическое обобщение тензора Эйнштейна,

который задает уравнения гравитационного поля G·νµ = κT ·νµ , где T ·νµ —

тензор энергии импульса.
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2. Сферически симметричные решения

и ньютонов предел слабого поля

В рамках этой главы с помощью «удобной» тетрады, которая не по-

рождает антисимметричной части полевых уравнений (1.40), что будет

проверено ниже прямым вычислением, находятся вакуумные статические

сферически симметричные решения [19] полевых уравнений теории NGR, а

также обсуждаем некоторые их свойства. Демонстрируется, что уравнения

движения могут быть проинтегрированы явно в элементарных функциях,

в отличие от нелинейных обобщений TEGR типа f(T ), где найти таковые

пока не удалось [34], а также указываем, какие из решений удовлетворяют

классическому ньютоновскому пределу.

2.1. Сферически симметричное пространство-время

Ниже будут решены уравнения движения, в которых тензор энергии-

импульса равен нулю

∇̃αS
·να
µ −KαµβS

ανβ +
1

2
δνµT = 0. (2.1)

Метрика статического сферически симметричного пространства-времени,

без фиксации явного вида радиальной переменной, задает инвариантный

квадрат интервала в виде

ds2 = f 2(r)dt2 − g2(r)dr2 − h2(r)
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
. (2.2)
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По этой метрике находятся символы Кристоффеля второго рода, опреде-

ляющие связность Леви-Чивиты (1.9)

Γ̃1
00 =

ff ′

g2
, Γ̃1

11 =
g′

g
, Γ̃1

22 = −hh
′

g2
, Γ̃1

33 = −hh
′ sin2 θ

g2
,

Γ̃2
33 = − sin θ cos θ, Γ̃0

01 =
f ′

f
, Γ̃2

12 = Γ̃3
13 =

h′

h
, Γ̃3

23 = ctg θ,

(2.3)

где координаты t, r, θ, φ на многообразии были пронумерованы 0, 1, 2, 3, а

штрихом обозначена производная по r. Поскольку в телепараллельных тео-

риях динамической переменной является тетрада e·aµ , а не метрический тен-

зор, то важным является вопрос о выборе «удобной» тетрады, которая не

даст антисимметричной части уравнений движения, поэтому e·aµ будет не

диагональной (которая удовлетворительна лишь в TEGR), а достаточно

громоздкой

e·aµ =



f 0 0 0

0 g sin θ cosφ h cos θ cosφ −h sin θ sinφ

0 g sin θ sinφ h cos θ sinφ h sin θ cosφ

0 g cos θ −h sin θ 0


, (2.4)

которая, как показано в [35], позволяет найти ненулевые компоненты тен-

зора кручения (1.27)

T 0
·10 = −T 0

·01 =
f ′

f
, T 2

·12 = T 3
·13 = −T 2

·21 = −T 3
·31 = −g − h

′

h
. (2.5)

Шестипараметрическая свобода выбора явного вида тетрады в телепара-

раллельных теориях подробно обсуждается в [36]. Полностью ковариант-

ные компоненты тензора кручения в виде

T010 =− T001 = ff ′, T212 = −T221 = h(g − h′),

T313 = −T331 = h(g − h′) sin2 θ.

(2.6)
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Единственная ненулевая компонента вектора кручения

T1 =
f ′

f
− 2

(
g − h′

h

)
. (2.7)

Можно обратить внимание, что ненулевые компоненты кручения содержат

один индекс, относящийся к радиальной переменной, а два других совпа-

дают между собой. Это же справедливо и для компонент тензора контор-

сии (1.19)

K100 =−K001 = ff ′, K122 = −K221 = h(g − h′),

K133 = K331 = h(g − h′) sin2 θ.

(2.8)

Компоненты суперпотенциала (1.37) имеют вид

G010 = −G001 =

(
a+ b− 2c

2

)
ff ′ + 2c

(
g − h′

h

)
f 2,

G212 = −G221 =

(
a+ b− 2c

2

)
h(g − h′) + c

(
f ′

f

)
h2,

G313 = −G331 =

[(
a+ b− 2c

2

)
h(g − h′) + c

(
f ′

f

)
h2
]

sin2 θ.

(2.9)

При a = b = c = 1 эти выражения дают стандартное выражение супер-

потенцила в TEGR. Также нужно заметить, что все выражения содержат

лишь c и a + b, это является следствием того, что аксиальная часть кру-

чения равна нулю в случае выбранной тетрады (2.4), поскольку ненулевые

компоненты Tαβµ содержат два одинаковых индекса.

Последний объект, необходимый для составления уравнений — это

скаляр кручения (1.29)

T =

(
2c− a− b

2

)(
f ′

fg

)2

+ (4c− a− b)
(
g − h′

hg

)2

− 4c

(
f ′ (g − h′)
fg2h

)
.

(2.10)

Этот скаляр в случае TEGR при h(r) = r совпадает с результатами, пред-

ставленными в [35], [37]. Первое слагаемое уравнений движения теории
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(2.1) является ковариантной дивергенцией суперпотенциала ∇̃αS
·να
µ

, ко-

торая может быть вычислена непосредственно

∇̃αS
·να
µ =

1√
−g

∂α
(√
−gS·ναµ

)
− Γ̃βαµS

·να
β . (2.11)

Объекты (2.8)–(2.11) позволяют выписать явные выражения для всех ком-

понент уравнений движения:

• Временная компонента

G·00 =

[(
a+ b− 2c

2

)
f ′

fg2
+ 2c

(
g − h′

hg2

)]′
+

+

(
f ′

f
+
g′

g
+

2h′

h

)[(
a+ b− 2c

2

)
f ′

fg2
+ 2c

(
g − h′

hg2

)]
+

1

2
T = 0.

(2.12)

• Радиальная компонента

G·11 =

(
a+ b− 2c

2

)
f ′2

f 2g2
+ 2c

(
f ′(g − h′)
hfg2

)
−

− (4c− a− b)
(
h′(h′ − g)

h2g2

)
− 2c

(
h′f ′

hfg2

)
+

1

2
T = 0. (2.13)

• Угловые компоненты G·22 и G·33 тождественны в силу сферической

симметрии решаемой задачи, поэтому имеет смысл привести лишь

одну из них

G·22 =

[(
a+ b− 4c

2

)
g − h′

hg2
+ c

(
f ′

fg2

)]′
+

+

(
f ′

f
+
g′

g
+

2h′ − g
h

)[(
a+ b− 4c

2

)
(g − h′)
hg2

+ c

(
f ′

fg2

)]
−1

2
T = 0.

(2.14)

Важно заметить, что удачный выбор тетрады (2.4) ведет к отсутствию

антисимметричной и даже внедиагональной частей уравнений движения.
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Поэтому приведенные выше компоненты обобщенного тензора Эйнштей-

на G·νµ являются единственными ненулевыми. Уравнения (2.12)–(2.14) при

h(r) = r совпадают с выражениями, полученными в работах [37], [38], по-

священных f(T )-теориям при f(T ) = T , то есть в случае TEGR. Нуж-

но также отметить тот факт, что среди уравнений движения (2.12)–(2.14)

лишь два являются независимыми с силу выполнения тождества Бианки.

2.1.1. Конформно-евклидовы изотропные координаты

Статические сферически симметричные решения можно искать, ис-

пользуя различные способы фиксации радиальной переменной, поэтому ни-

же радиальная переменная будет выбрана в виде

h(r) = g(r)r. (2.15)

При таком выборе радиальной переменной метрика принимает форму

gµνdx
µdxν = f 2(r)dt2 − g2(r)

(
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

)
, (2.16)

Такие координаты часто называют изотропными. В них выражение (2.10)

можно переписать в виде

g2T =

(
2c− a− b

2

)
f ′2

f 2
+ (4c− a− b) g

′2

g2
+ 4c · f

′g′

fg
, (2.17)

что позволяет переписать радиальное уравнение (2.13) в гораздо более ком-

пактной форме

−2

r

(
c · f

′

f
+

(
4c− a− b

2

)
g′

g

)
=

1

2
Tg2. (2.18)
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Уравнения (2.12) и (2.14) могут быть выписаны соответственно[(
a+ b− 2c

2

)
f ′

f
− 2c · g

′

g

]′
+

+

(
f ′

f
+
g′

g
+

2

r

)[(
a+ b− 2c

2

)
f ′

f
− 2c · g

′

g

]
= −1

2
Tg2, (2.19)

[
c · f

′

f
+

(
4c− a− b

2

)
g′

g

]′
+

+

(
f ′

f
+
g′

g
+

1

r

)[
c · f

′

f
+

(
4c− a− b

2

)
g′

g

]
=

1

2
Tg2. (2.20)

Приравняв левую часть (2.18) с правой частью (2.20) получим дифферен-

циальной уравнение[
c · f

′

f
+

(
4c− a− b

2

)
g′

g

]′
+

(
f ′

f
+
g′

g
+

3

r

)[
c · f

′

f
+

(
4c− a− b

2

)
g′

g

]
= 0,

(2.21)

которое допускает интегрирование, которое приводит его к виду

c · f
′

f
+

(
4c− a− b

2

)
g′

g
=

q1
fgr3

, (2.22)

где q1 — константа интегрирования. Второе независимое уравнение на функ-

ции f и g можно получить, сложив временное уравнение (2.19) с удвоенным

угловым (2.20)[(
a+ b+ 2c

2

)
f ′

f
+ (2c− a− b) g

′

g

]′
+

+

(
f ′

f
+
g′

g
+

2

r

)[(
a+ b+ 2c

2

)
f ′

f
+ (2c− a− b) g

′

g

]
= 0. (2.23)

После интегрирования данное уравнение может быть переписано в виде(
a+ b+ 2c

2

)
f ′

f
+ (2c− a− b) g

′

g
=

q2
fgr2

, (2.24)

где q2 — константа интегрирования.
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Таким образом, полученные уравнения (2.22) и (2.24) образовали до-

статочно простую систему дифференциальных уравнений на функции f и

g, которые определяют тетраду (2.4).

2.2. Явные решения уравнений

Для упрощения всех следующих выражений положим d = a+b
2 . В этом

параграфе будут описаны условия разрешимости системы
c · f

′

f + (2c− d) g
′

g = q1
fgr3

(c+ d) f
′

f + (2c− 2d) g
′

g = q2
fgr2

(2.25)

при различных значениях параметров a, b, c. Прежде всего заметим, что

левые части уравнений отличаются коэффициентами, а правые части сте-

пенями r, поэтому нужно выделить случай, когда матрица коэффициентов

вырождена, то есть ∣∣∣∣∣∣∣
c 2c− d

c+ d 2c− 2d

∣∣∣∣∣∣∣ = d (d− 3c) = 0. (2.26)

Поэтому вырожденными являются случаи d = 0, d = 3c.

• При d = 0, уравнения (2.25) неразрешимы, если хотя бы одна из кон-

стант q1, q2 отлична от нуля. Если же q1 = q2 = 0, то два уравнения

исследуемой системы совпадают, поэтому вся динамика описывается

одним уравнением

c

(
f ′

f
+ 2 · g

′

g

)
= 0. (2.27)

Откуда либо c = 0, что означает произвольность функций f и g, либо

c 6= 0, и тогда fg2 = q3.
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• При d = 3c, уравнения (2.25) неразрешимы, если хотя бы одна из

констант q1, q2 отлична от нуля. Если же q1 = q2 = 0, то два уравне-

ния исследуемой системы совпадают, поэтому динамика описывается

одним уравнением

c

(
f ′

f
− g′

g

)
= 0. (2.28)

Откуда либо c = 0, что означает, что функции f и g произвольны,

что с физической точки зрения малоинтересно, либо c 6= 0, и тогда

оказывается, что функции пропорциональны f = q3f .

Если же матрица коэффициентов в уравнении (2.25) невырождена, то мож-

но получить явные выражения для логарифмических производных

f ′

f
=

1

d(d− 3c) · fg

[
(2c− 2d) · q1

r3
− (2c− d) · q2

r2

]
,

g′

g
=

1

d(d− 3c) · fg

[
− (c+ d) · q1

r3
+ c · q2

r2

]
.

(2.29)

Проинтегрировав сумму этих уравнений, получается явное выражение для

произведения неизвестных функций

fg = q3 + (c− d) · q2
r
− (c− 3d) · q1

r2
, (2.30)

где были переопределены константы q2 → d(d − 3c)q2, q1 → 2d(d − 3c)q1.

Требование асимптотической плоскостности искомых решений фиксирует

q3 = 1. Поэтому выражения (2.29) обращаются в

f ′

f
=
−q2(2c− d)r + 4(c− d)q1

r3 + q2(c− d)r2 − q1(c− 3d)r
,

g′

g
=

q2cr − 2(c+ d)q1
r3 + q2(c− d)r2 − q1(c− 3d)r

.

(2.31)

Эти уравнения, очевидно, интегрируются в элементарных функциях, но

при произвольных c, d, q1, q2, выражения очень громоздкие, и от того
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мало иллюстративны. Также нужно отметить, что константы интегриро-

вания q1, q2 и q4 (которая появится после интегрирования любого из урав-

нений (2.31)), должны быть согласованы, чтобы удовлетворить радиаль-

ному уравнению (2.18). Чтобы получить ограничения на параметры d, c,

которые позволяют теории иметь ньютоновский потенциал, можно инте-

грировать (2.31) в пределе r → ∞ и получить асимптотики метрических

функций в виде

f 2 = 1− 2q2(d− 2c)

r
+O(r−2),

g2 = 1− 2q2c

r
+O(r−2).

(2.32)

Откуда видно, что потенциал 1
r воспроизводится при d 6= 2c (а также при

ненулевом c), то есть при a+ b 6= 4c.

2.2.1. Частные случаи

Явный вид решений уравнений (2.31) и их геометрические свойства

определяются характером корней многочлена r3 + q2(c− d)r2− q1(c− 3d)r.

Свойства некоторых из них исследовались в [39]. Поэтому ниже будут пере-

числены частные случаи, за исключением патологических d = 0 и d = 3c,

которые упоминали ранее.

• При c = d реализуется случай однопараметрической NGR, частным

случаем которой является TEGR, где уравнение (2.30) превращается

в

fg = 1− M 2

r2
при q1 = −M

2

2d
, (2.33)

а второе уравнение системы (2.25) при q2 = 2ν в

d
f ′

f
=

ν

r2 −M 2
, (2.34)
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что позволяет найти обе метрические функции

f = q4

(
1− M

r

1 + M
r

) ν
2dM

, g =
1

q4

(
1− M

r

)1− ν
2dM
(

1 +
M

r

)1+ ν
2dM

. (2.35)

Асимптотическая плоскостность накладывает естественные ограни-

чения на константу q4 = 1. При этом оказывается, что полученные

решения удовлетворят радиальному уравнению (2.18) лишь при вы-

полнении условия ν2 − 4M 2d2 = 0, что означает, что единственное

нетривиальное решение полевых уравнений (2.12)–(2.14) реализуется

при ν = 2Md и задает метрику

gµνdx
µdxν =

(
1− M

r

1 + M
r

)2

dt2 −
(

1 +
M

r

)4 (
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

)
,

(2.36)

которая является решением Шварцшильда [40] в изотропных коор-

динатах. Подробнее физические свойства сферически симметричных

решений в рамках однопараметрической NGR исследовались в рабо-

те [41]. В ней авторы также проверяли согласованность этих решений

с классическими для ОТО тестами, в частности, такими, как ано-

мальное смещение перигелия, эффект гравитационного замедления

времени [42].

• При d = 2c может быть реализовано экзотическое решение, у которо-

го отсутствует ньютоновский потенциал 1
r . Так система (2.25) может

быть удовлетворена функциями f = 1 и g = 1 + α
r при q1 = 0 и

вспомогательном перебозначении q2 = 2cα. Получившееся решение

gµνdx
µdxν = dt2 −

(
1 +

α

r

)2 (
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

)
(2.37)
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может быть переписано в сферических координатах c радиальной пе-

ременной ρ = r + α

gµνdx
µdxν = dt2 − dρ2(

1− α
ρ

)2 − ρ2 (dθ2 + sin2 θdφ2
)
. (2.38)

С точки зрения стороннего наблюдателя в этом пространстве грави-

тации нет вообще, однако оно отличается необычной геометрией. На

пространственной бесконечности ρ → ∞ метрика стремится к плос-

кой метрике Минковского, а при ρ → α + 0 компонента метрики

g11 → −∞, то есть пространство обладает цилиндрической тополо-

гией R× S2.

Исследованию точных решений аксиальной симметрии посвящены

работы [43], [44], где были найдены решения аналогичные по своим

свойствам метрике вращающейся черной дыры Керра [45].
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3. Гравитационные волны

В этой главе исследуются свойства вакуумных уравнений движения

в линейном приближении теории возмущений над плоским пространством

Минковского. Этот вопрос в рамках NGR впервые рассматривался в [46],

где авторы выделили симметричную и антисимметричную части возмуще-

ний. С помощью методов теории возмущений из [20], получается система

линейных дифференциальных уравнений, из которых устанавливаем, ка-

кие степени свободы являются динамическими, какие калибровочными, а

какие ограничены связями. Необходимо сделать важное терминологиче-

ское уточнение, что динамическими модами будут называться переменные,

чье поведение однозначно задается начальными данными задачи Коши,

связанными (ограниченными) — те, описание которых не требует началь-

ных данных вообще, а калибровочными — «лишние» переменные, свобода

выбора которых не влияет на эволюцию динамической системы, как прави-

ло, такими переменными будут те, которые выпали из линейных уравнений

движения.

3.1. Возмущения основных объектов

Тетрады пространства-времени ea·µ = e̊a·µ + δea·µ, где фон

e̊a·µ = δa·µ, (3.1)
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а возмущения представимы в виде:

δe�0·0 = φ, δe�0·i = ∂iβ + ui, δea·0 = ∂aζ + va,

δea·i = −ψδai + ∂2aiσ + εaik (∂ks+ wk) + ∂ica +
1

2
hai,

(3.2)

где ui, vi, wi — бездивергентные (∂iui = ∂ivi = ∂iwi = 0) вектор, а hij — сим-

метричная (hij = hji), бесследовая (hii = 0) и бездивергентная (∂ihij = 0)

матрица. Несложно заметить, что всего имеется шестнадцать независимых

переменных. Обратная тетрада пространства-времени e·µa = e̊·µa + δe·µa , где

e̊·µa = δ·µa , а возмущения имеют вид δe·µa = −e̊·µb δeb·ν e̊·νa , что в компонентах

имеет вид:

δe·0
�0

= −φ, δe·i
�0

= −∂iζ + vi, δe·0a = −∂aβ + ua,

δe·ia = ψδai − ∂2aiσ − εaik (∂ks+ wk)− ∂ica −
1

2
hai.

(3.3)

Метрические возмущения gµν = ηµν + δgµν в компонентах имеют вид

δg00 = 2φ, δg0i = ∂i (β − ζ) + ui − vi,

δgij = 2ψδij − 2∂2ijσ − ∂icj − ∂jci − hij.
(3.4)

При этом обратная метрика gµν = ηµν + δgµν обладает возмущениями пер-

вого порядка

δg00 = −2φ, δg0i = ∂i (β − ζ) + ui − vi,

δgij = −2ψδij + 2∂2ijσ + ∂icj + ∂jci + hij.

(3.5)

Полностью ковариантный тензор кручения

Tαµν = (̊gαβ + δgαβ)
(̊
e·βa + δe·βa

) [
∂µ (̊ea·ν + δea·ν)− ∂ν

(̊
ea·µ + δea·µ

)]
=

= T̊αµν + g̊αβ e̊
·β
a

(
∂µδe

a
·ν − ∂νδea·µ

)
+
(
δgαβ e̊

·β
a + g̊αβδe

·β
a

) (
∂µe̊

a
·ν − ∂ν e̊a·µ

)
.

(3.6)
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Нужно также отметить, что во избежание громоздких вычислений было бы

полезно зафиксировать калибровку, поэтому прежде всего покажем, как

ведут себя все переменные при калибровочных преобразованиях тетрады

êa·µ(x̂) =
∂xν

∂x̂µ
ea·ν(x) (3.7)

как ковариантного вектора при инфинитезимальных диффеоморфизмах

x̂µ = xµ + ξµ(x). (3.8)

Калибровочное преобразование (3.7) для возмущения возмущений тетрады

в случае плоского фона (3.1) приобретает вид

δêa·µ(x̂) = δea·µ(x)− ∂µξa, (3.9)

а в покомпонентном виде

φ̂ = φ− ξ0′, (3.10a)

∂iβ̂ + ûi = ∂iβ + ui − ∂iξ0, (3.10b)

∂iζ̂ + v̂i = ∂iζ + vi − ξi
′
, (3.10c)

− ψ̂δai + ∂2aiσ̂ + εaik (∂kŝ+ ŵk) + ∂iĉa +
1

2
ĥai =

= −ψδai + ∂2aiσ + εaik (∂ks+ wk) + ∂ica +
1

2
hai − ∂iξa. (3.10d)

По отношению к пространственным вращениям ξ0 — скаляр, тогда как

пространственная часть калибровочной функции ξµ может быть разложена

на градиент скаляра и бездивергентный вектор ξi = ∂iξ+ ξ̃i, что позволяет

нам выписать явно форму калибровочных преобразований

φ̂ = φ−ξ0′, β̂ = β−ξ0, ζ̂ = ζ−ξ′, v̂i = vi− ξ̃′i, σ̂ = σ−ξ, ĉi = ci− ξ̃i. (3.11)



43

Это значит, что инвариантными относительно преобразований (3.8) оста-

ются следующие величины

ψ, s, ui, wi, hij, φ− β′, ζ − σ′, vi − c′i. (3.12)

Таким образом, несложно увидеть, что инвариантными являются четыре

скалярных моды, три бездивергентных вектора, и две тензорных степени

свободы, а значит среди шестнадцати тетрадных переменных четыре могут

быть зафиксированны.

Классическим в телепараллельных теориях выбором калибровки яв-

ляется

σ = 0, ci = 0, β = ζ, (3.13)

что позволяет выписать компоненты тензора кручения

T00j =∂j (ζ ′ − φ) + u′j, T0ij = ∂iuj − ∂jui,

Ti0j =∂2ijζ + δijψ
′ − εijk∂ks′ − (εijkw

′
k − ∂jvi)−

1

2
h′ij,

Tijk =− (δij∂kψ − δik∂jψ) +
(
εijl∂

2
lks− εikl∂2ljs

)
−

− (εikl∂jwl − εijl∂kwl)−
1

2
(∂jhik − ∂khij) .

(3.14)

Вектор кручения

Tµ = T ν·µν = (̊gνα + δgνα)
(
T̊αµν + δTαµν

)
=

= T̊µ + g̊ναδTαµν + δgναT̊αµν = ηναδTαµν + δgναT̊αµν, (3.15)

который в компонентах имеет вид:

T0 = −∆ζ − 3ψ′, Ti = ∂i (φ− ζ ′ − 2ψ)− u′i + εijk∂jwk. (3.16)

Cкаляр кручения (1.29) с точностью до возмущений первого порядка равен

нулю.
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Для вычисления ковариантной производной ∇̃α, необходимой для даль-

нейших вычислений, приведем компоненты символов Кристоффеля второ-

го рода

Γ̃0
00 = φ′, Γ̃0

0i = Γ̃0
i0 = ∂iφ, Γ̃i00 = ∂iφ− (u′i − v′i) ,

Γ̃0
ij = Γ̃0

ji = −δijψ′ +
[
∂(iuj) − ∂(ivj)

]
+

1

2
h′ij,

Γ̃i0j = Γ̃ij0 = −δijψ′ +
(
∂[iuj] − ∂[ivj]

)
+

1

2
h′ij,

Γ̃ijk = Γ̃ikj = (δjk∂iψ − δik∂jψ − δij∂kψ) +
1

2
(∂jhik + ∂khij − ∂ihjk) .

(3.17)

Для вычисления ковариантных производных также понадобятся следовые

компоненты связности

Γ̃αα0 = φ′ − 3ψ′, Γ̃ααj = ∂j (φ− 3ψ) . (3.18)

3.2. Скалярные и псевдоскалярные возмущения

Суперпотенциал (1.37), компоненты которого вычисляются по тензо-

ру кручения (3.14) и метрике (3.4), в скалярном секторе имеет ненулевые

компоненты:

S00j =

(
a+ b− 2c

2

)
∂j (ζ ′ − φ)− 2c∂jψ, S0ij = −bεijk∂ks′,

Si0j =

(
a+ b

2

)
∂2ijζ − cδij∆ζ + δij

(
a+ b− 6c

2

)
ψ′ +

(
b− a

2

)
εijk∂ks

′,

Sijk = −δi[j ∂k] [(a+ b− 4c)ψ + 2c(φ− ζ ′)] + (b− a)εil[j ∂
2
k]ls− bεjkl∂2lis.

(3.19)

Тензор конторсии (1.19), вычисляемый по компонентам тензора кручения

(3.14), в скалярном секторе содержит ненулевые компоненты

K00j = −Kj00 = ∂j (ζ ′ − φ) , Ki0j = −Kj0i = −εijk∂ks′,

K0ij = −Kji0 = ∂2ijζ + δijψ
′, Kijk = (δjk∂iψ − δji∂kψ) + εkil∂

2
ljs.

(3.20)
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Поэтому по (1.40) могут быть найдены ковариантные компоненты обоб-

щенного тензора Эйнштейна

G00 = 2c∆ψ +

(
2c− a− b

2

)
∆(ζ ′ − φ), (3.21a)

Gi0 = ∂i

[(
6c− a− b

2

)
ψ′ +

(
2c− a− b

2

)
∆ζ

]
, (3.21b)

G0i = 2c∂iψ
′ +

(
2c− a− b

2

)
∂i (ζ

′′ − φ′) , (3.21c)

Gij =

(
6c− a− b

2

)
ψ′′δij −

[
∂2ij − δij∆

] [
cφ+

(
a+ b− 4c

2

)
ψ

]
+

+

(
2c− a− b

2

)
∂2ijζ

′ +

(
a− b

2

)
εijk∂k (s′′ −∆s) . (3.21d)

Симметричные и антисимметричные части обобщенного тензора Эйнштей-

на Gµν = G(µν) + G[µν] выражаются следующим образом:

G(00) = G00 = 2c∆ψ +

(
2c− a− b

2

)
∆(ζ ′ − φ), G[00] = 0, (3.22a)

G(i0) =

(
10c− a− b

4

)
∂iψ

′ +

(
2c− a− b

4

)
∂i

[
∆ζ + ζ ′′ − φ′

]
, (3.22b)

G[i0] =

(
2c− a− b

4

)
∂i

(
− ζ ′′ + ∆ζ + φ′ + ψ′

)
, (3.22c)

G(ij) =

(
6c− a− b

2

)
ψ′′δij −

[
∂2ij − δij∆

] [
cφ+

(
a+ b− 4c

2

)
ψ

]
+

+

(
2c− a− b

2

)
∂2ijζ

′, (3.22d)

G[ij] =

(
a− b

2

)
εijk∂k (s′′ −∆s) , (3.22e)

где G(µν) = 1
2 (Gµν + Gνµ) — симметризация, G[µν] = 1

2 (Gµν −Gνµ) — анти-

симметризация компонент тензора Gµν. Уравнения (3.22) являются урав-

нениями движения, которые в вакуумном случае допускают тривиальное

интегрирование, что приводит к системе

4cψ + (2c− a− b) (ζ ′ − φ) = 0, (3.23a)
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(10c− a− b)ψ′ + (2c− a− b) (ζ ′′ + ∆ζ − φ′) = 0, (3.23b)

(2c− a− b) (ζ ′′ −∆ζ − φ′ − ψ′) = 0, (3.23c)

(6c− a− b)ψ′′ − (4c− a− b)∆ψ + 2c∆φ = 0, (3.23d)

2cφ− (4c− a− b)ψ − (2c− a− b)ζ ′ = 0, (3.23e)

(a− b)(s′′ −∆s) = 0, (3.23f)

где уравнения (3.23d) и (3.23e) получены из (3.22d) как множители при δij

и ∂2ij соответственно, а оператор Лапласа в (3.22a) и градиент в (3.22b),

(3.22c) и (3.22e) снимались тривиальным образом, так как основной инте-

рес представляет эволюция возмущений лишь во времени, а нетривиальное

интегрирование этих уравнений привело бы к возникновению неограничен-

ных в пространстве функций.

Независимое от всех остальных уравнение (3.23f) описывает эволю-

цию псевдоскаляра s, который задает вращение тетрады, является обыч-

ным волновым уравнением за исключением случая a = b, когда s стано-

вится калибровочной степенью свободы линеаризованной теории.

Оставшиеся пять уравнений (3.23a)–(3.23e) на три переменных φ, ψ, ζ

могут иметь нетривиальные решения, потому что система этих уравне-

ний не является переопределенной в силу выполнения тождества Биан-

ки ∇̃νG
·ν
µ = 0. В частности, ∇̃νG

·ν
0 = 0 совпадает с (3.23a), которое в

свою очередь является полусуммой (3.23b) и (3.23c), тогда как градиент ∂j

от разности (3.23d) и лапласиана (3.23e) воспроизводит пространственные

компоненты тождества Бианки ∇̃νG
·ν
j = 0. Из всего этого следует, что из

пяти уравнений (3.23a)–(3.23e) независимыми являются лишь три

4cψ + (2c− a− b) (ζ ′ − φ) = 0, (3.24a)
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(2c− a− b)∆ζ + (6c− a− b)ψ′ = 0, (3.24b)

2cφ− (4c− a− b)ψ − (2c− a− b)ζ ′ = 0, (3.24c)

где (3.24b) является следствием равенства нулю (3.21b), или, как сказано

выше, равенства нулю разности (3.23d) и лапласиана (3.23e).

В общем случае мы предполагаем, что параметры теории удовлетво-

ряют системе неравенств

a+ b 6= 0, 2c− a− b 6= 0, 6c− a− b 6= 0. (3.25)

Сумма (3.24a) и (3.24c) дает

(a+ b)(φ+ ψ) = 0. (3.26)

Это уравнение задает простую связь φ = −ψ, которая сведет два остальных

уравнения (3.24b) и (3.24c) к

(2c− a− b)ζ ′ = (6c− a− b)φ,

(2c− a− b)∆ζ = (6c− a− b)φ′.
(3.27)

Эти уравнения легко сводятся к виду

ζ ′′ −∆ζ = 0, φ = −ψ =
2c− a− b
6c− a− b

ζ ′. (3.28)

Таким образом ζ — динамическая степень свободы, задающая преобразо-

вание Лоренца, поведение которой наблюдается через конформные множи-

тели в метрике φ = −ψ.

Рассмотрим частные случаи, когда одно из неравенств (3.25) перехо-

дит в равенство

• При a+ b = 0 и c 6= 0 система уравнений (3.24) превращается в

2ψ + ζ ′ − φ = 0, (3.29a)
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∆ζ + 3ψ′ = 0, (3.29b)

φ− 2ψ − ζ ′ = 0, (3.29c)

среди которых лишь два независимы, поэтому ψ можно считать ка-

либровочной модой, а φ и ζ — переменными, связанными с ψ уравне-

ниями

∆φ = 2∆ψ − 3ψ′′, ∆ζ = −3ψ′. (3.30)

В этом случае метрика калибровочно свободна в силу отсутствия ди-

намических переменных.

• При 2c = a+ b 6= 0 система (3.24) приобретает простой вид

ψ = 0, ψ′ = 0, φ− ψ = 0. (3.31)

То есть ψ = φ = 0, а ζ произвольна, то есть является калибровочной

степенью свободы.

• При 6c = a+ b 6= 0 система (3.24)

ψ − ζ ′ + φ = 0, ∆ζ = 0, φ+ ψ + 2ζ ′ = 0, (3.32)

что с помощью элементарных преобразований можно свести к урав-

нениям ψ + φ = 0, ζ ′ = 0, ∆ζ = 0. Это значит, что ζ = 0, а φ = −ψ,

то есть φ и ψ пропорциональны, но при этом никак динамически не

ограничены, что означает калибровочную свободу конформного сек-

тора метрики.

3.3. Векторные и псевдовекторные возмущения

Суперпотенциал (1.37), компоненты которого вычисляются по тензо-

ру кручения (3.14) и метрике (3.4), в векторном секторе имеет ненулевые
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компоненты

S00j =

(
a+ b− 2c

2

)
u′j + cεjlm∂lwm,

S0ij = a∂[iuj] − b∂[ivj] − bεijkw′k,

Si0j = b∂[iuj] +

(
b∂ivj + a∂jvi

2

)
+

(
b− a

2

)
εijkw

′
k,

Sijk = 2cδi[ju
′
k] +

[
(b− a)εil[j ∂k] − bεjkl∂i − 2cδi[j εk]nl∂n

]
wl.

(3.33)

Тензор конторсии (1.19), вычисляемый по компонентам тензора кручения

(3.14), содержит в векторном секторе следующие ненулевые компоненты

K00j = −Kj00 = u′j, Ki0j = −Kj0i = ∂[iuj] − ∂[ivj] − εijkw′k,

K0ij = −Kji0 = ∂[iuj] + ∂(ivj), Kijk = εkil∂jwl.

(3.34)

Поэтому по (1.40) ковариантные компоненты обобщенного тензора Эйн-

штейна принимают вид:

G00 = 0, (3.35a)

Gi0 = ∆

(
bui − avi

2

)
−
(
b− a

2

)
εilm∂lw

′
m, (3.35b)

G0i = ∆

(
aui − bvi

2

)
− (c− b) εilm∂lw′m −

(
a+ b− 2c

2

)
u′′i (3.35c)

Gij =
1

2

(
∂i
[
(2c− b)u′j − bv′j

]
+ ∂j [bu′i − av′i]

)
+

+

(
a− b

2

)
εijk (w′′k −∆wk)−

(
b− a

2

)
εikl∂

2
jkwl − (c− b)εjkl∂2ikwl. (3.35d)

Симметричная и антисимметричная части обобщенного тензора Эйнштей-

на Gµν = G(µν) + G[µν]

G(00) = 0, G[00] = 0, (3.36a)

G(i0) =

(
a+ b

4

)
∆ (ui − vi) +

(
2c− a− b

4

)
(u′′i − εilm∂lw′m) , (3.36b)
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G[i0] =

(
b− a

4

)
∆ (ui + vi) +

(
2c+ a− 3b

4

)
εilm∂lw

′
m +

(
a+ b− 2c

4

)
u′′i ,

(3.36c)

G(ij) = c∂(iu
′
j) −

(
a+ b

2

)
∂(iv

′
j) +

(
a+ b− 2c

2

)
εkl(i∂

2
j)kwl, (3.36d)

G[ij] = (c− b)∂[iu′j] −
(
b− a

2

)
∂[iv

′
j]+

+

(
a− b

2

)
εijk (w′′k −∆wk) +

(
2c+ a− 3b

2

)
εkl[i∂

2
j]kwl. (3.36e)

Уравнения (3.36d) и (3.36e) имеют достаточно простую структуру ∂(iSi) = 0

и ∂[iSi] = 0, и далее приводятся их тривиальные решения Si = 0, где будут

использованы замены wi = εijk∂jχk, где ∂iχi = 0, и поэтому вакуумные

уравнения имеют вид

(2c− a− b)u′′i + (a+ b)∆(ui − vi) + (2c− a− b)∆χ′i = 0, (3.37a)

(2c− a− b)u′′i + (a− b)∆(ui + vi) + (2c+ a− 3b)∆χ′i = 0, (3.37b)

2cu′i − (a+ b)v′i + (2c− a− b)∆χi = 0, (3.37c)

2(c− b)u′i + (a− b)v′i + 2(a− b)χ′′i + (2c− a− b)∆χi = 0. (3.37d)

Получилось четыре векторных уравнения на три векторных переменных

ui, vi, χi. Но система (3.37) не является переопределенной в силу выпол-

нения тождества Бианки, независимыми из них являются лишь три. Так,

производная по времени от разности (3.37a) и (3.37b) равна лапласиану

разности (3.37c) и (3.37d).

Поэтому (3.37d) отбрасывается, а вместо (3.37a) и (3.37b) рассматри-

ваем их полусумму и полуразность. Поэтому три независимых уравнения

векторного сектора имеют вид

(2c− a− b)u′′i + ∆

(
aui − bvi + 2(c− b)χ′i

)
= 0, (3.38a)
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bui − avi + (b− a)χ′i = 0, (3.38b)

2cu′i − (a+ b)v′i + (2c− a− b)∆χi = 0. (3.38c)

Разность производной по времени от (3.38c) и лапласиана (3.38b) задает

соотношение вида

2(c− b)∆χ′i = −2cu′′i + (a+ b)v′′i + ∆(bui − avi), (3.39)

что, будучи подставленным в (3.38a), даст волновое уравнение на метриче-

ские возмущения

(a+ b)� (ui − vi) = 0. (3.40)

Поэтому естественно возникает замена переменных

Mi =
ui − vi

2
, Li =

ui + vi
2

, (3.41)

которая превращает систему (3.38) в

(a+ b)�Mi = 0, (3.42a)

(a+ b)Mi − (a− b) (Li + χ′i) = 0, (3.42b)

(a+ b+ 2c)M′
i − (a+ b− 2c) (L′i + ∆χi) = 0. (3.42c)

В общем случае считается, что параметры теории удовлетворяют системе

неравенств

a+ b 6= 0, a− b 6= 0, 2c− a− b 6= 0. (3.43)

Первое из уравнений (3.42) описывает поведение динамического вектора

Mi. Исключая из оставшихся двух уравнений L′, получим динамическое

уравнение

�χi =
2b(a+ b)− 4ac

(a− b)(a+ b− 2c)
M′

i, (3.44)
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которое является неоднородным волновым уравнением на χi. Таким обра-

зом, имеется два динамических бездивергентных вектораM и χi, то есть

четыре степени свободы и связь

Li =
a+ b

a− b
Mi − χ′i. (3.45)

Частные случаи, когда некоторые неравенства (3.43) обращаются в равен-

ства:

• при a = b = c 6= 0 получается случай эйнштейновской теории отно-

сительности, когда переменные Li и χi являются калибровочными, а

Mi = 0;

• случай a = b 6= 0 и 2c 6= a + b также фиксирует Mi = 0, но на

Лоренцев сектор наложена связь L′i = −∆χi;

• в ситуации при 2c = a + b и a 6= ±b результаты схожи:Mi = 0 (как

тривиальное решение уравнения Пуассона), а оставшиеся два вектора

связаны Li = −χ′i;

• в экзотическом сценарии a+b = 0 первое из уравнений (3.42) вырож-

дается в тождество, а второе и третье уравнения даютM′
i = �χi со

связью Li = −χ′i. Что значит, что вектор χi — калибровочный, аMi

и Li задаются вышеуказанными связями;

• при a = b = 0, и c 6= 0 имеется два калибровочно свободных вектора

Mi и Li и связь ∆χi = −M′
i − L′i;

• наконец при ненулевых a и b, и a+ b = c = 0 векторMi обладает ка-

либровочной свободой, а на оставшуюся пару наложена единственная

связь Li = −χ′i.
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3.4. Тензорные возмущения

Суперпотенциал (1.37), компоненты которого вычисляются по тензо-

ру кручения (3.14) и метрике (3.4), в тензорном секторе имеет следующие

ненулевые компоненты

Si0j = −
(
a+ b

4

)
h′ij, Sijk =

(
a+ b

4

)
(∂khji − ∂jhki) . (3.46)

Тензор конторсии (1.19) вычисляемый по компонентам тензора кручения

(3.14) содержит следующие ненулевые компоненты в тензорном секторе

K0ij = −Kji0 = −1

2
h′ij, Kijk = −1

2
(∂ihjk − ∂khji) . (3.47)

Поэтому по (1.40) компоненты обобщенного тензора Эйнштейна имеют вид

G·00 = 0, G·0i = 0, G·j0 = 0, G·ji = −
(
a+ b

4

)(
h′′ij −∆hij

)
. (3.48)

При этом видно, что антисимметричная часть тензора Эйнштейна отсут-

ствует.

Таким образом, две спиновые тензорные моды — это естественные

моды, удовлетворяющие волновым уравнениям при a+ b 6= 0. В простран-

ственно однородной и изотропной космологии гравитационные волны не

имеют источника. Они отличаются от случая волн в ОТО лишь масштаб-

ным множителем a+ b, а в случае, когда он обращается в нуль, вообще не

существуют, а hij являются калибровочными степенями свободы. Причина

этого в том, что при a+ b = 0 теория (1.32) зависит только от векторной и

аксиальной частей кручения. Нужно также отметить, что гравитационные

волны в NGR и их энергетические и поляризационные свойства исследова-

лись в [47], [48].
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3.5. Подсчет степеней свободы

В этом разделе подсчитывается количество степеней свободы в каж-

дой из моделей, в которую может превращаться исходная линеаризованная

теория. Квадратичная по скоростям переменных форма в скаляре круче-

ния (1.29) имеет вид

K =

(
a+ b

8

)
h′ij

2 − 3

2
(6c− a− b)ψ′2+

+

(
2c− a− b

2

)(
u′i

2
+ ∂iζ

′2
)

+ (a− b)
(
w′i

2
+ ∂is

′2
)
. (3.49)

Из двенадцати переменных в используемой калибровке девять появились

выше: две спиновые поляризации с множителем (a + b), три вращатель-

ные моды с множителем (a − b), три степени свободны, отвечающие за

лоренцевы преобразования с множителем (2c− a− b) и одна конформная

степень свободы с множителем (6c− a− b). Нули этих множителей задают

различные частные случаи исследуемой теории. Выражение (3.49) позво-

ляет наложить дополнительные ограничения на параметры a, b, c, которые

исключат переменные с отрицательными кинетическими энергиями — ду-

ховые моды: a ≥ max{b,−b}, 2c ≥ a+ b.

В случае теории относительности Эйнштейна квадратичная форма

(3.49) принимает вид

KGR =
1

4
h′ij

2 − 6ψ′
2
, (3.50)

который состоит из разности кинетической энергии гравитационных волн

и кинетической энергии конформной моды ψ. Однако в ОТО это не явля-

ется проблемой, поскольку конформный множитель не является динами-

ческим до тех пор пока, масса гравитона равна нулю. Однако в массивных
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обобщениях гравитационных теорий [49] она становится динамической и

появляется в виде «духов» Боульвара – Дезера.

Ниже будут рассмотрены результаты подсчета и классификации сте-

пеней свободы для всевозможных моделей теории. Самый простой случай,

не требующий описания, определяется равенством a = b = c = 0. Девять

же нетривиальных моделей являются линейным порядком теории возму-

щений уравнений (2.1) вблизи тривиального решения — пространства Мин-

ковского.

Отметим, что было использовано стандартное космологическое раз-

ложение тетрады (3.2), где векторная часть пространственных вращений

выражена wi = εijk∂jwk, а пространственно-временные вектора ui и vi были

заменены на их полуразностьMi = ui−vi
2 и полусумму Li = ui+vi

2 . Отметим,

что после фиксации калибровки (3.13) имеется шесть метрических

φ, ψ, Mi, hij, (3.51)

и шесть лоренцевых переменных

ζ, s, Li, χi. (3.52)

Общие свойства моделей зависят от ограничений, накладываемых на па-

раметры a, b, c теории. Ниже будут рассмотрены четыре линейных ограни-

чения на параметры:

I) 2c−a− b = 0, II) a− b = 0, III) a+ b = 0, IV) 6c−a− b = 0. (3.53)

На тензорные возмущения (3.48) непосредственно оказывает влияние огра-

ничение III, на псевдоскаляр (3.23f) — II, поведение остальных скаляров

(3.23a)–(3.23e) определяется всеми ограничениями кроме II, а поведение
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всех векторов — ограничениями I, II, III. Возможные нетривиальные вари-

анты сводятся к одному из случаев, приведенных в таблице 3.1.

Тип Модель Диманические моды Связи Калибровки

1 Общая hij ,Mi, χi, ζ, s Li, φ, ψ –

2 I hij , s Mi,Li, φ, ψ χi, ζ

3 II hij , ζ Mi, χi, φ, ψ Li, s

4 III половинаMi, s половинаMi,Li, φ, ζ hij , χi, ψ

5 IV hij ,Mi, χi, s Li, φ+ ψ, ζ φ− ψ

6 I и II hij Mi, φ, ψ Li, χi, ζ, s

7 II и IV hij Mi, χi, φ+ ψ, ζ Li, φ− ψ, s

8 II и III – χi, φ, ζ hij ,Mi,L, ψ, s

9 I и III и IV s Li hij ,Mi,Li, χi, φ, ψ, s

Таблица 3.1: Классификация степеней свободы теории.

3.5.1. |a| 6= |b|, 2c 6= a+ b, 6c 6= a+ b

Наиболее общая модель, для которой не выполняется ни одно из ра-

венств (3.53), описывается системой уравнений
�ζ = 0, φ = −ψ = 2c−a−b

6c−a−b · ζ
′, �s = 0, �Mi = 0,

�χi = 2b(a+b)−4ac
(a−b)(a+b−2c) · M

′
i, Li =

(
a+b
a−b
)
Mi − χ′i, �hij = 0,

(3.54)

где � = ∂2t − ∆ — волновой оператор Даламбера. Видно, что в данной

модели отсутствует дополнительная калибровочная свобода, поэтому пе-

ременные ζ, s, Mi, χi, hij можно считать динамическими, в то время как

φ, ψ, Li ограничены связями. Их можно считать вторичными, появляю-
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щимися из четырех калибровочных диффеоморфизмов [50].

Эта модель может оказаться достаточно перспективной, потому что

в ней, как и в ОТО, помимо четырех метрических степеней свободы, за-

фиксированных калибровкой, возникают связи еще на четырех перемен-

ных . Если наложить дополнительные ограничения на параметры теории

a ≥ max{b,−b} и c ≥ a+b
2 , то все кинетические слагаемые в (3.49), кроме

конформной моды ψ, будут давать положительный вклад, что может из-

бавить теорию от духов. При этом, если параметры не слишком далеки от

TEGR, то 2c− a− b < 6c− a− b, а значит, учитывая пропорциональность

ζ ′ ∝ ∂ζ, в силу выполнения первого уравнения системы (3.54), и учитывая

вторую связь, получаем ψ′ ∝ (2c−a−b)∂ζ ′. А это значит, что кинетическая

энергия конформного множителя ψ на много меньше кинетической энер-

гии слагаемого ∂jζ, что означает положительность квадратичной формы

скоростей (3.54) при усреднении по времени.

Это значит, что жизнеспособной можно считать не только модель

2c = a+ b, как было показано в оригинальной работе [3].

3.5.2. |a| 6= |b|, 2c = a+ b

Плоскость 2c = a+ b в пространстве параметров, содержащая в себе

случай ОТО, задает модель, описываемую системой уравнений

φ = ψ = 0, �s = 0, Mi = 0, Li = −χ′i, �hij = 0. (3.55)

Метрические переменные ведут себя аналогично TEGR: две динамические

степени свободы hij и четыре связи φ = ψ = 0 иMi = 0. Лоренцевы пере-

менные имеют один динамический скаляр s, один калибровочный ζ, а из
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двух оставшихся векторов Li и χi один может считаться калибровочным, а

поведение второго ограничено связью с первым. Таким образом, в данной

модели имеется три динамических моды, три калибровочные и шесть пе-

ременных, ограниченных связями. Нужно отметить, что, поскольку лорен-

цевы моды не влияют на метрику, их поведение ненаблюдаемо. Этот факт

привлекает многих исследователей в данной модели, однако есть аргумен-

ты [51] и против нее, утверждающие, что дополнительная калибровочная

свобода может не сохраниться в нелинейных порядках.

3.5.3. a = b 6= 0, a 6= c, a 6= 3c

В рамках этой модели a = b подобно случаю ОТО, но статические

сферически симметричные решения отличаются. Возмущения удовлетво-

ряют уравнениям

�ζ = 0, φ = −ψ =
c− a
3c− a

· ζ ′, Mi = 0, ∆χi = −L′i, �hij = 0.

(3.56)

Видно, что из двенадцати переменных теории три динамические hij, ζ, на

шесть φ, ψ,Mi, χi наложены связи, и три s,Li — калибровочные. Нужно

отметить, что из-за пропорциональности ψ и ζ ′ лоренцева переменная ζ

теперь наблюдаема в метрике.

3.5.4. a = −b 6= 0, c 6= 0

При выполнении равенства III системы (3.53) уравнения движения

∆φ = −3ψ′′ + 2∆ψ, ∆ζ = −3ψ′, �s = 0, M′
i = �χi, Li = −χ′i,

(3.57)
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задают теорию, сильно отличающуюся от TEGR. В этой модели калибро-

вочными являются переменные hij, χi, ψ. Они фиксируют эволюцию ска-

ляров φ и ζ и вектора Li. Тот факт, что уравнение наMi — ОДУ первого

порядка, значит, что для определения его поведения нужно одно данное

Коши, поэтому половину вектора можно считать динамической, а значит

начальная скорость уже не является произвольной и задается уравнением.

3.5.5. 6c = a+ b, |a| 6= |b|

Еще один вариант реализуется при выполнении равенства IV системы

(3.53). Данная модель по своим свойствам далека от ОТО, потому что при

6c = a+ b скорость конформной моды пропадает из квадратичной формы

(3.49). Уравнения движения имеют вид
ζ = 0, φ+ ψ = 0, �s = 0, �Mi = 0,

�χi =
(
a−3b
b−a
)
M′

i, Li =
(
a+b
a−b
)
Mi − χ′i, �hij = 0.

(3.58)

Среди метрических переменных лишьMi, hij — динамические. Так же ди-

намическими являются и три лоренцевы переменные s, χi. Единственной

калибровочной степенью свободы можно назвать φ−ψ, тогда как перемен-

ные ζ,Li и комбинация φ+ ψ ограничены связями.

3.5.6. a = b = c 6= 0

Данная однопараметрическая модель — это TEGR, она может от-

личаться от ОТО лишь перерастяжением ньютоновской гравитационной

постоянной, и описывается системой

φ = ψ = 0, Mi = 0, �hij = 0. (3.59)
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Эта модель динамически тождественна ОТО, поэтому имеется две динами-

ческие степени свободы hij и четыре связиMi, φ, ψ, тогда как весь лоренцев

сектор является калибровочным.

3.5.7. a = b = 3c 6= 0

Данная модель отлична от ОТО, но из уравнений

ζ = 0, φ = −ψ, Mi = 0, ∆χi = −L′i, �hij = 0, (3.60)

видно, что динамика тензорного сектора аналогична теории относитель-

ности, но шесть связей ψ + φ,Mi, ζ, χi и четыре калибровочных степени

свободы φ− ψ, s,Li устроены отличным от модели (3.5.6) образом.

3.5.8. a = b = 0, c 6= 0

В этой экзотической модели, согласно уравнениям движения

∆φ = −3ψ′′ + 2∆ψ, ∆ζ = −3ψ′, ∆χi = −M′
i − L′i, (3.61)

динамические моды отсутствуют вообще, а значит все двенадцать степеней

свободы делятся на четыре моды φ, ζ, χi, ограниченные связями, и восемь

калибровочных переменных.

3.5.9. a+ b = c = 0

Наконец, последний вариант сводит уравнения движения к простой

системе

�s = 0, Li = −χ′i, (3.62)

где динамической является лишь лоренцев псевдоскаляр s. Поведение век-

тора Li ограничено единственной связью, тогда как все остальные девять
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степеней свободы, в том числе все метрические, остаются чисто калибро-

вочными.
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4. Космологические возмущения пространственно

плоской метрики FLRW

В данной главе, в соответствии со статьей [21], будут описаны возму-

щения космологических уравнений гравитационного поля (1.40) в случае,

когда материя представлена идеальной жидкостью в предположении, что

фоновое пространство-время задается пространственно плоской метрикой

Фридмана с конформным временем [52], [53]. Однородные и изотропные

модели вселенной в рамках различных реализаций NGR и их всевозмож-

ные космологические приложения ранее исследовались в [54]– [56]. Космо-

логические возмущения в нелинейных f(T )-обобщениях телепараллельно-

го эквивалента ОТО изучались как в пространственно плоских простран-

ствах [57], так и в пространствах постоянной кривизны [58].

4.1. Возмущения

Тетрада, как динамическая переменная, есть ea·µ = e̊a·µ + δea·µ, где фон

теперь динамичен и имеет вид

e̊a·µ = α(t)δa·µ, (4.1)

а возмущения представлены формулами

δe�0·0 = α(t)φ, δe�0·i = α(t) (∂iβ + ui) , δea·0 = α(t) (∂aζ + va) ,

δea·i = α(t)

[
−ψδai + ∂2aiσ + εaik (∂ks+ wk) + ∂ica +

1

2
hai

]
,

(4.2)
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где ui, vi, wi — бездивергентные (∂iui = ∂ivi = ∂iwi = 0) вектор, а hij

— симметричная (hij = hji), бесследовая (hii = 0) и бездивергентная

(∂ihij = 0) матрица. Обратная же тетрада представляется равенством e·µa =

e̊·µa + δe·µa , где фон

e̊·µa =
δ·µa
α(t)

, (4.3)

а возмущения могут быть вычислены по формуле δe·µa = −e̊·µb e̊·νa δeb·ν, что в

покомпонентном виде

δe·0
�0

= − φ

α(t)
, δe·i

�0
= −∂iζ + vi

α(t)
, δe·0a = −∂aβ + ua

α
,

δe·ia =
ψδai − ∂2aiσ − εaik (∂ks+ wk)− ∂ica − 1

2hai

α(t)
.

(4.4)

Метрика gµν = α(t)2ηµν + δgµν, а компоненты возмущений

δg00 = 2α(t)2φ, δg0i = α(t)2 (∂i (β − ζ) + ui − vi) ,

δgij = α(t)2
(
2ψδij − 2∂2ijσ − ∂icj − ∂jci − hij

)
.

(4.5)

И при этом обратная метрика gµν = α−2(t)ηµν + δgµν, где ее возмущения

δg00 = − 2φ

α(t)2
, δg0i =

∂i (β − ζ) + ui − vi
α(t)2

,

δgij =
−2ψδij + 2∂2ijσ + ∂icj + ∂jci + hij

α(t)2
.

(4.6)

Полностью ковариантный тензор кручения с точностью до первого порядка

малости по возмущениям имеет вид

Tαµν = (̊gαβ + δgαβ)
(̊
e·βa + δe·βa

) [
∂µ (̊ea·ν + δea·ν)− ∂ν

(̊
ea·µ + δea·µ

)]
=

= T̊αµν + g̊αβ e̊
·β
a

(
∂µδe

a
·ν − ∂νδea·µ

)
+
(
δgαβ e̊

·β
a + g̊αβδe

·β
a

) (
∂µe̊

a
·ν − ∂ν e̊a·µ

)
.

(4.7)

Вектор кручения представим следующим образом

Tµ = T ν·µν = (̊gνα + δgνα)
(
T̊αµν + δTαµν

)
=

= T̊µ + g̊ναδTαµν + δgναT̊αµν = 3Hδµ0 +
1

α2
ηναδTαµν + δgναT̊αµν. (4.8)
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Прежде чем приступать к вычислениям компонент всех тензорных объек-

тов, приведем вид преобразований тетрады (3.7) при диффеоморфизмах

(3.8) над фоном (4.1)

δêa·µ(x̂) = δea·µ(x)− ∂µξν e̊a·ν(x), (4.9)

или в покомпонентном виде

φ̂ = φ− ξ0′ −Hξ0, (4.10a)

∂iβ̂ + ûi = ∂iβ + ui − ∂iξ0, (4.10b)

∂iζ̂ + v̂i = ∂iζ + vi − ξi
′
, (4.10c)

− ψ̂δai + ∂2aiσ̂ + εaik (∂kŝ+ ŵk) + ∂iĉa +
1

2
ĥai =

= −Hξ0δai − ψδai + ∂2aiσ + εaik (∂ks+ wk) + ∂ica +
1

2
hai − ∂iξa. (4.10d)

По отношению к пространственным вращениям ξ0 — скаляр, тогда как

пространственная часть калибровочной функции ξµ может быть разло-

жена на градиент скаляра и бездивергентный вектор ξi = ∂iξ + ξ̃i, что

позволяет выписать явно форму калибровочных преобразований

φ̂ = φ− ξ0′ −Hξ0, β̂ = β − ξ0, ζ̂ = ζ − ξ′,

ψ̂ = ψ +Hξ0, v̂i = vi − ξ̃′i, σ̂ = σ − ξ, ĉi = ci − ξ̃i.
(4.11)

Это значит, что инвариантными относительно преобразований (3.8) оста-

ются следующие величины

s, ui, wi, hij, φ− β′ −Hβ, ψ +Hβ, ζ − σ′, vi − c′i. (4.12)

Таким образом, легко увидеть, что инвариантными являются четыре ска-

лярных моды, три бездивергентных вектора и две тензорных степени сво-

боды, а значит среди шестнадцати тетрадных переменных четыре могут

быть зафиксированны.
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Все нижеследующие вычисления будут выполнены при фиксирован-

ной калибровке, аналогичной той, что была использована в прошлой главе,

то есть при σ = 0, ci = 0, β = ζ.

4.2. Возмущения тензора энергии-импульса идеальной жидко-

сти

Явные вычисления удобно начать с возмущений тензора энергии-

импульса в силу их компактности. Фон материи представляется в виде

T̊ βα = (ε+ p)UαU
β − pδβα, (4.13)

где Uα — вектор 4-скорости, ε — плотность энергии, p - давление. Эти

величины в возмущенном виде

U0 = α(1+φ), U0 =
(1− φ)

α
, Ui = α(∂iV+Vi), U i =

ui − vi − ∂iV − Vi
α

.

(4.14)

Заметим, что ε и p получают приращения первого порядка малости δε и

δp. Поэтому компоненты тензора энергии-импульса с точностью до первого

порядка малости имеют вид

T 0
0 = ε+ δε, (4.15a)

T 0
i = (ε+ p)(∂iV + Vi), (4.15b)

T j0 = (ε+ p)(ui − vi − ∂iV − Vi), (4.15c)

T ji = −(p+ δp)δij. (4.15d)

Уравнения движения материи или, другими словами, условие ковариант-

ного сохранения материи ∇̃βT βα = 0 может быть выписан в виде двух ра-
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венств:

∇̃βT β0 = ε′+ 3H(ε+p) + δε′+ 3H(δε+ δp)− (ε+p)(∆V + 3ψ′) = 0, (4.16a)

∇̃βT βi = −∂ip− ∂iδp+ (ε′ + p′)(∂iV + Vi)+

+ (ε+ p)

(
∂iV

′ + V ′i + 4H(∂iV + Vi)− ∂iφ
)

= 0. (4.16b)

4.3. Скалярные и псевдоскалярные возмущения

Для построения суперпотенциала приведем скалярные возмущения

ковариантных компонент тензора кручения:

T00j =α2∂j (ζ ′ − φ) , T0ij = 0,

Tijk =− α2 (δij∂kψ − δik∂jψ) + α2
(
εijl∂

2
lks− εikl∂2ljs

)
,

Ti0j =− α2Hδij + α2
[
∂2ijζ + δij (ψ′ + 2Hψ)

]
− α2εijk∂ks

′.

(4.17)

Компоненты вектора кручения:

T0 = 3H −∆ζ − 3ψ′, Ti = ∂i (φ− ζ ′ − 2ψ) . (4.18)

Скаляр (1.29) с точностью до слагаемых первого порядка малости

T = (a+ b− 6c)

(
3H2

2α2
− H

α2
[∆ζ + 3ψ′ + 3Hφ]

)
. (4.19)

Тензор конторсии (1.19), компоненты которого вычислены по (4.17):

K00j = −Kj00 = α2∂j (ζ ′ − φ) , Ki0j = −Kj0i = −α2εijk∂ks
′,

K0ij = −Kji0 = −α2Hδij + α2
[
∂2ijζ + δij (ψ′ + 2Hψ)

]
.

Kijk = α2 (δjk∂iψ − δji∂kψ) + α2εkil∂
2
ljs.

(4.20)
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Суперпотенциал (1.37) в скалярном секторе в компонентах имеет вид

S00j =α2∂j

[(
a+ b− 2c

2

)
(ζ ′ − φ)− 2cψ

]
, S0ij = −bα2εijk∂ks

′,

Si0j =− α2Hδij

(
a+ b− 6c

2

)
+ α2

(
b− a

2

)
εijk∂ks

′+

+ α2

[(
a+ b

2

)
∂2ijζ − cδij∆ζ

]
+ α2δij

(
a+ b− 6c

2

)
(ψ′ + 2Hψ) ,

Sijk =− α2δi[j ∂k] [(a+ b− 4c)ψ + 2c(φ− ζ ′)] + (b− a)α2εil[j ∂
2
k]ls− bα2εjkl∂

2
lis.

(4.21)

Для нахождения обобщенного тензора Эйнштейна понадобятся скалярные

возмущения символов Кристоффеля второго рода

Γ̃0
00 = H + φ′, Γ̃0

0i = Γ̃0
i0 = ∂iφ,

Γ̃0
ij = Γ̃0

ji = Hδij − δij (ψ′ + 2Hψ + 2Hφ) ,

Γ̃i00 = ∂iφ, Γ̃i0j = Γ̃ij0 = Hδij − δijψ′,

Γ̃ijk = Γ̃ikj = (δjk∂iψ − δik∂jψ − δij∂kψ) .

(4.22)

След связности:

Γ̃αα0 = 4H + φ′ − 3ψ′, Γ̃ααj = ∂j (φ− 3ψ) . (4.23)

Компоненты обобщенного тензора Эйнштейна со скалярными возмущени-

ями с точностью до слагаемых первого порядка малости

G·00 =

(
6c− a− b

4

)
3H2

α2
+

+
2

α2

(
c∆ψ −

(
6c− a− b

4

)
3H (ψ′ +Hφ)

)
− 1

α2

(
a+ b− 2c

2

)
∆ (ζ ′ − φ) ,

(4.24a)

G·0i =
1

α2
∂i

[(
6c− a− b

2

)
(ψ′ +Hφ)−

(
a+ b− 2c

2

)
∆ζ

]
, (4.24b)
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G·j0 = − 2

α2
∂j

[
cψ′ +

(
6c− a− b

4

)
Hφ

]
+

+
1

α2

(
a+ b− 2c

2

)
∂j

[
ζ ′′ − φ′ + 2H(ζ ′ − φ− ψ)

]
, (4.24c)

G·ji =

(
6c− a− b

4

)(
2H ′ +H2

α2

)
δij +

1

α2

(
b− a

2

)
εijk∂k (2Hs′ + �s) +

+
1

α2

(
a+ b− 6c

2

)[
ψ′′ + φ(2H ′ +H2) +H(φ′ + 2ψ′)

]
δij+

+
1

α2

[
∂2ij − δij∆

] [
cφ+

(
a+ b− 4c

2

)
ψ

]
+

+
1

α2

(
a+ b− 2c

2

)[
∂2ij(ζ

′ + 3Hζ)− δijH∆ζ

]
. (4.24d)

Далее тензор Эйнштейна делиться на симметричную и антисимметричную

части G·νµ = 1
2

(
G·νµ + Gν

·µ
)

+ 1
2

(
G·νµ −Gν

·µ
)
.

Так, антисимметричная часть полностью ковариантных компонент

тензора Эйнштейна G[µν] = 1
2 (Gµν −Gνµ) имеет вид

G[i0] =

(
2c− a− b

4

)
∂i [ψ

′ + φ′ + 2H(φ+ ψ)−�ζ − 2Hζ ′] , (4.25a)

G[ij] =

(
a− b

2

)
εijk∂k (2Hs′ + �s) , (4.25b)

тогда как симметричная часть смешанных компонент 1
2

(
G·νµ + Gν

·µ
)

G·00 + G0
·0

2
=

(
6c− a− b

4

)
3H2

α2
−
(

6c− a− b
4

)
6H

α2
(ψ′ +Hφ) +

+
∆

α2

(
2cψ +

(
2c− a− b

2

)
(ζ ′ − φ)

)
, (4.26a)

G·0i + G0
·i

2
=

1

α2
∂i

[
cψ′ +

(
6c− a− b

4

)
(ψ′ + 2Hφ)+

+

(
2c− a− b

4

)
(∆ζ + ζ ′′ − φ′ + 2H(ζ ′ − φ− ψ))

]
, (4.26b)
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G·ji + Gj
·i

2
=

(
6c− a− b

4

)(
2H ′ +H2

α2

)
δij−

− 1

α2

(
6c− a− b

2

)[
ψ′′ + (2H ′ +H2)φ+H(φ′ + 2ψ′)

]
δij+

+
1

α2

[
∂2ij − δij∆

] [
cφ+

(
a+ b− 4c

2

)
ψ

]
−

− 1

α2

(
2c− a− b

2

)[
∂2ij(ζ

′ + 3Hζ)− δijH∆ζ

]
. (4.26c)

Поэтому уравнения движения имеют вид(
6c− a− b

4

)
3H2 −

(
6c− a− b

4

)
6H (ψ′ +Hφ) +

+ ∆

(
2cψ +

(
2c− a− b

2

)
(ζ ′ − φ)

)
= κα2ε+ κα2δε, (4.27a)

∂i

[
cψ′ +

(
6c− a− b

4

)
(ψ′ + 2Hφ)+

+

(
2c− a− b

4

)
(∆ζ + ζ ′′ − φ′ + 2H(ζ ′ − φ− ψ))

]
= α2κ(ε+ p)∂iV,

(4.27b)

(
6c− a− b

4

)(
2H ′ +H2

)
δij +

[
∂2ij − δij∆

] [
cφ+

(
a+ b− 4c

2

)
ψ

]
−

−
(

6c− a− b
2

)[
ψ′′ + (2H ′ +H2)φ+H(φ′ + 2ψ′)

]
δij−

−
(

2c− a− b
2

)[
∂2ij(ζ

′ + 3Hζ)− δijH∆ζ

]
= −α2κpδij − α2κδpδij.

(4.27c)

Антисимметричная часть тензора Эйнштейна дает уравнения с нулевой

правой частью(
2c− a− b

4

)
∂i [ψ

′ + φ′ + 2H(φ+ ψ)−�ζ − 2Hζ ′] = 0, (4.28a)(
a− b

2

)
εijk∂k (2Hs′ + �s) = 0, (4.28b)
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а значит, учитывая выполнение фоновой части уравнений, возмущения удо-

влетворяют системе

∆

(
4cψ + (2c− a− b) (ζ ′ − φ)

)
− (6c− a− b)

(
3Hψ′ + 3H2φ

)
= 2κα2δε,

(4.29a)

4cψ′ + (6c− a− b) (ψ′ + 2Hφ)+

+ (2c− a− b)
(
ζ ′′ + ∆ζ − φ′ + 2H(ζ ′ − φ− ψ)

)
= 4κα2(ε+ p)V, (4.29b)

(6c− a− b)
[
ψ′′ + (2H ′ +H2)φ+H(φ′ + 2ψ′)

]
+

+ ∆

[
2cφ− (4c− a− b)ψ − (2c− a− b)Hζ

]
= 2κα2δp, (4.29c)

2cφ− (4c− a− b)ψ − (2c− a− b) (ζ ′ + 3Hζ) = 0, (4.29d)

(2c− a− b)
(
ψ′ + φ′ −�ζ + 2H(φ+ ψ − ζ ′)

)
= 0, (4.29e)

(a− b)
(
�s+ 2Hs′

)
= 0. (4.29f)

Где уравнения (4.29c) и (4.29d) возникли соответственно, как частные ре-

шения S2 = S3 и S1 = 0 уравнения (4.27c) вида ∂2ijS1 + S2δij = S3δij.

Скалярный сектор ковариантного сохранения материи представим набо-

ром соотношений

ε′ + 3H(ε+ p) = 0, ∂ip = 0, (4.30a)

δε′ − (ε+ p)(∆V + 3ψ′) + 3H(δε+ δp) = 0, (4.30b)

δp− (ε′ + p′)V − (ε+ p) (V ′ − φ)− 4H(ε+ p)V = 0. (4.30c)

Система (4.29) состоит из шести уравнений на четыре переменные φ, ψ, ζ, s,

однако она не является переопределенной, что можно доказать, вычислив
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ковариантную дивергенцию тензора Эйнштейна (4.24)

∇̃µG
·µ
0 ≡ 0, (4.31a)

∇̃µG
·µ
j =

H

α2

(
2c− a− b

2

)
∂j

(
�ζ − ψ′ − φ′ + 2H (ζ ′ − φ− ψ)

)
. (4.31b)

Это значит, что среди уравнений (4.29) независимыми являются лишь че-

тыре. При этом (4.29f) «работает» особняком от всех остальных, потому

что только оно содержит псевдоскаляр s, который является динамическим

при a 6= b, и калибровочной степенью свободы в противном случае.

Для выделения трех независимых уравнений на переменные φ, ψ, ζ

рассмотрим комбинацию

1

2
(∂0 + 2H)

(
(4.29b) + (4.29e)

)
−
(
(4.29c)−∆(4.29d)

)
≡

≡ (6c− a− b)
(
H2 −H ′

)
φ, (4.32)

где правая часть может быть выражена с помощью разности фоновых ча-

стей уравнений (4.27a) и (4.27c)

(6c− a− b)
(
H2 −H ′

)
= 2κα2 (ε+ p) , (4.33)

поэтому до тех пор, пока сохраняется тензор энергии-импульса (4.30c),

можно пренебречь уравнением (4.29b).

В то же время, еще одно тождество может быть получено с помощь

комбинации

∂0

(
(4.29a)

)
+H

(
(4.29a) + 3 · (4.29c)−∆(4.29d)

)
−

− 1

2
∆

(
(4.29b)− (4.29e)

)
≡ 3 (6c− a− b)

(
H2 −H ′

)
ψ′, (4.34)

которую, в свою очередь, нужно сравнить с (4.30b). В соответствии с тра-

диционными космологическими методами, учитывая, что скорость звука
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в идеальной жидкости имеет вид c2s = ∂p
∂ε , еще одно уравнение можно по-

лучить с помощью отношения (4.29c) к (4.29a). Поэтому, пока сохраняет-

ся тензор энергии-импульса, данное отношение будет описывать акустиче-

скую волну. Таким образом система из трех независимых уравнений дви-

жения имеет вид

2cφ− (4c− a− b)ψ − (2c− a− b) (ζ ′ + 3Hζ) = 0, (4.35a)

(2c− a− b)
(
ψ′ + φ′ − ζ ′′ + ∆ζ + 2H(φ+ ψ − ζ ′)

)
= 0, (4.35b)

(6c− a− b)
(
ψ′′ − c2s∆ψ +H(φ′ + 2ψ′ + 3c2sψ

′) + (2H ′ +H2 + 3c2sH
2)φ

)
+

+ (2c− a− b)∆
(
ζ ′ + 2Hζ − c2s(ζ

′ − φ− ψ)

)
= 0, (4.35c)

где первые два уравнения совпадают с (4.29d) и (4.29e) соответственно, а

третье получено из отношения (4.29c) и (4.29a). Уравнение на Лоренцев

псевдоскаляр

(a− b)(s′′ + 2Hs′ −∆s) = 0. (4.36)

Ниже будут рассмотрены частные случаи реализации различных моделей

NGR (их нумерация аналогична предыдущей главе) при выполнении ра-

венств из (3.53).

• В моделях первого и третьего (при a = b) типа метрические пере-

менные ведут себя в соответствии с уравнениями общего положения

(4.35), поэтому φ, ψ, ζ являются физическими. ζ — динамический ска-

ляр, а отличаются эти теории лишь характером псевдоскаляра s: в

первой он динамический, в третьей — калибровочный.
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• При 2c = a + b, в рамках модели второго типа, уравнения (4.35)

превращаются в систему

ψ = φ, ψ′′− c2s∆ψ+3H(1+ c2s)ψ
′+(2H ′+H2 +3c2sH

2)ψ = 0, (4.37)

где ζ полностью отсутствует, а значит становится калибровочной мо-

дой, ψ является акустической волной, а φ равна ψ. То есть метриче-

ские переменные скалярного сектора ведут себя аналогично ОТО, а

отличие содержится лишь в том, что псевдоскаляр s — динамичен.

Модель шестого типа, при a = b = c, тождественная ОТО, также

удовлетворяет (4.37) и отличается от предыдущей лишь калибровоч-

но свободной переменной s.

• Уравнения на метрические переменные в моделях четвертого (при

a = −b) и восьмого типа (при a = b = 0) имеют вид

φ = ζ ′ + 3Hζ + 2ψ, (4.38a)

ψ′ + φ′ − ζ ′′ + ∆ζ + 2H(φ+ ψ − ζ ′) = 0, (4.38b)

3

(
ψ′′ − c2s∆ψ +H(φ′ + 2ψ′ + 3c2sψ

′) + (2H ′ +H2 + 3c2sH
2)φ

)
+

+ ∆

(
ζ ′ + 2Hζ − c2s(ζ

′ − φ− ψ)

)
= 0. (4.38c)

Второе и третье уравнения могут быть с помощью первого сведены к

3

[
α2 (ψ +Hζ)

]′
+ α2∆ζ = 0, (4.39a)

2
(
H ′ −H2

)
(ψ +Hζ) =

[
H ′′− (1−3c2s)HH

′− (1+3c2s)H
3

]
ζ. (4.39b)

Из уравнений (4.39a) несложно заметить, что для фиксации перемен-

ной ζ требуется одно данное Коши, что ведет к определению пове-

дения ψ посредством (4.39b), а значит и φ через уравнение (4.38a).
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Четвертая и восьмая модели отличаются лишь тем, что псевдоскаляр

s в четвертой является динамическим, а в восьмой калибровочным.

• По аналогичному признаку можно объединить пятую (при a+b = 6c)

и седьмую (при a = b = 3c) модели. В них метрические переменные

подчиняются одной системе уравнений

φ+ ψ = −2 (ζ ′ + 3Hζ) , (4.40a)

ψ′ + φ′ − ζ ′′ + ∆ζ + 2H(φ+ ψ − ζ ′) = 0, (4.40b)

ζ ′ + 2Hζ − c2s(ζ
′ − φ− ψ) = 0, (4.40c)

где второе и третье уравнения могут быть преобразованы с помощью

первого в систему

ζ ′′ + 4Hζ ′ − 1

3
∆ζ + 2

(
H ′ + 2H2

)
ζ = 0, (4.41a)

(
1− 3c2s

)(
ζ ′ + 2Hζ

)
= 0. (4.41b)

При c2s = 1
3 лоренцев скаляр ζ — калибровочный, в противном же слу-

чае, подставляя (4.41b) в (4.41a), легко получить уравнение ∆ζ = 0,

которое фиксирует поведение данной переменной.

Различия этих теорий, как и в предыдущем пункте, лишь в том, что

псевдоскаляр в пятой является динамическим, а в седьмой калибро-

вочным, тогда как общей их чертой является динамический характер

переменной ζ, а также то, что комбинация φ − ψ — калибровочная

мода, а φ+ ψ зафиксирована уравнением (4.40a).

• Наконец, в рамках девятой модели, при a + b = c = 0, все уравне-

ния системы (4.35) выраждаются в тривиальные тождества, поэтому
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переменные φ, ψ, ζ становятся калибровочными, что требует триви-

альности возмущений тензора энергии-импульса, и только s — дина-

мическая мода, подчиняющаяся волновому уравнению (4.36).

4.4. Векторные и псевдовекторные возмущения

Для построения суперпотенциала приведем векторные возмущения

ковариантных компонент тензора кручения

T00j = α2
(
u′j +H (uj − vj)

)
, T0ij = α2 (∂iuj − ∂jui) ,

Tijk = −α2 (εikl∂jwl − εijl∂kwl) , Ti0j = −α2Hδij − α2 (εijkw
′
k − ∂jvi) .

(4.42)

Компоненты вектора кручения имеют вид

T0 = 3H, Ti = −u′i + εijk∂jwk. (4.43)

Скаляр (1.29) с точностью до слагаемых первого порядка малости

T =

(
a+ b− 6c

2

)
3H2

α2
. (4.44)

Компоненты тензора конторсии (1.19), вычисленные по (4.42), могут быть

выписаны в форме

K00j = −Kj00 = α2
(
u′j +H (uj − vj)

)
,

Ki0j = −Kj0i = α2
(
∂[iuj] − ∂[ivj] − εijkw′k

)
,

K0ij = −Kji0 = −α2Hδij + α2
(
∂[iuj] + ∂(ivj)

)
.

Kijk = α2εkil∂jwl.

(4.45)
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Суперпотенциал (1.37) в векторном секторе имеет следующие ненулевые

компоненты

S00j =α2

(
a+ b− 2c

2

)
u′j + α2

(
a+ b− 6c

2

)
H (uj − vj) + cα2εjlm∂lwm,

S0ij =α2

(
a∂[iuj] − b∂[ivj] − bεijkw′k

)
,

Si0j =−
(
a+ b− 6c

2

)
α2Hδij+

+ α2

[
b∂[iuj] +

(
b∂ivj + a∂jvi

2

)
+

(
b− a

2

)
εijkw

′
k

]
,

Sijk =2cα2δi[ju
′
k] + α2

[
(b− a)εil[j ∂k] − bεjkl∂i − 2cδi[j εk]nl∂n

]
wl.

(4.46)

Для нахождения обобщенного тензора Эйнштейна понадобятся векторные

возмущения символов Кристоффеля второго рода

Γ̃0
00 = H, Γ̃0

0i = Γ̃0
i0 = −H (ui − vi) ,

Γ̃0
ij = Γ̃0

ji = Hδij + ∂(iuj) − ∂(ivj), Γ̃i00 = − (u′i − v′i)−H (ui − vi) ,

Γ̃i0j = Γ̃ij0 = Hδij + ∂[iuj] − ∂[ivj], Γ̃ijk = Γ̃ikj = H (ui − vi) δjk.

(4.47)

Cледы коэффициентов связности равны

Γ̃αα0 = 4H, Γ̃ααj = 0. (4.48)

Компоненты тензора Эйнштейна с векторными возмущениями с точностью

до величин первого порядка малости имеют вид

G·00 =

(
6c− a− b

4

)
3H2

α2
, (4.49a)

G·0i =
1

α2
∆

(
bui − avi

2

)
− 1

α2

(
b− a

2

)
εilm∂lw

′
m, (4.49b)
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G·j0 = − 1

α2
∆

(
auj − bvj

2

)
+

(
a+ b− 6c

2

)(
H ′ −H2

α2

)
(uj − vj)+

+
1

α2

(
a+ b− 2c

2

)(
u′′j + 2Hu′j +Hεjlm∂lwm

)
+

1

α2
(c− b)εjlm∂lw′m, (4.49c)

G·ji =

(
6c− a− b

4

)(
2H ′ +H2

α2

)
δij−

− 1

2α2

(
∂i
[
(2c− b)u′j − bv′j

]
+ 2H∂i

[(
6c− a− 3b

2

)
uj − bvj

]
+

+ ∂j [bu′i − av′i] + 2H∂j(bui − avi)
)

+

+
1

α2

(
b− a

2

)
εijk (2Hw′k + �wk)+

1

α2

(
b− a

2

)
εikl∂

2
jkwl+

1

α2
(c−b)εjkl∂2ikwl.

(4.49d)

Далее нам нужно разделить тензор Эйнштейна на симметричную и анти-

симметричную части G·νµ = 1
2

(
G·νµ + Gν

·µ
)

+ 1
2

(
G·νµ −Gν

·µ
)
.

Так антисимметричная часть полностью ковариантного тензора Эйн-

штейна G[µν] = 1
2 (Gµν −Gνµ) имеет вид

G[i0] =

(
b− a

4

)
∆(ui + vi) +

(
2c+ a− 3b

4

)
εilm∂lw

′
m−

−
(

2c− a− b
4

)
(u′′i + 2Hu′i +Hεilm∂lwm) , (4.50a)

G[ij] = (c−b)∂[iu′j]+
(

6c− a− 5b

2

)
H∂[iuj]+

(
a− b

2

)(
∂[iv

′
j] + 2H∂[ivj]

)
+

+

(
a− b

2

)
εijk (2Hw′k + �wk) +

(
2c+ a− 3b

2

)
εkl[i∂

2
j]kwl, (4.50b)

тогда как симметричная часть смешанных компонент 1
2

(
G·νµ + Gν

·µ
)
имеет

вид
G·00 + G0

·0
2

=

(
6c− a− b

4

)
3H2

α2
, (4.51a)
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G·0i + G0
·i

2
=

1

α2

(
a+ b

4

)
∆(ui − vi)+

+
1

α2

(
2c− a− b

4

)[
u′′i + 2Hu′i + εilm∂l (Hwm − w′m)

]
, (4.51b)

G·ji + Gj
·i

2
=

(
6c− a− b

4

)(
2H ′ +H2

α2

)
δij−

− c

α2
∂(iu

′
j) −

(
6c− a− b

2

)
H

α2
∂(iuj) +

(
a+ b

2α2

)[
∂(iv

′
j) + 2H∂(ivj)

]
+

+

(
2c− a− b

2α2

)
εkl(i∂

2
j)kwl. (4.51c)

Поэтому уравнения движения имею вид(
6c− a− b

4

)
3H2 = κα2ε, (4.52a)

(
a+ b

4

)
∆(ui − vi)+

+

(
2c− a− b

4

)[
u′′i + 2Hu′i + εilm∂l (Hwm − w′m)

]
= κα2(ε+ p)Vi,

(4.52b)

(
6c− a− b

4

)(
2H ′ +H2

α2

)
δij −

c

α2
∂(iu

′
j)−

−
(

6c− a− b
2

)
H

α2
∂(iuj) +

(
a+ b

2α2

)[
∂(iv

′
j) + 2H∂(ivj)

]
+

+

(
2c− a− b

2α2

)
εkl(i∂

2
j)kwl = −κα2pδij. (4.52c)

Учитывая выполнение фоновой части уравнений, возмущения удовлетво-

ряют набору равенств(
a+ b

4

)
∆(ui − vi)+

+

(
2c− a− b

4

)[
u′′i + 2Hu′i + εilm∂l (Hwm − w′m)

]
= κα2(ε+ p)Vi,

(4.53a)
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c∂(iu
′
j) +

(
6c− a− b

2

)
H∂(iuj) −

(
a+ b

2

)[
∂(iv

′
j) + 2H∂(ivj)

]
−

−
(

2c− a− b
2

)
εkl(i∂

2
j)kwl = 0. (4.53b)

Тогда как антисимметричная часть тензора Эйнштейна воспроизводит од-

нородные уравнения(
b− a

4

)
∆(ui + vi) +

(
2c+ a− 3b

4

)
εilm∂lw

′
m−

−
(

2c− a− b
4

)
(u′′i + 2Hu′i +Hεilm∂lwm) = 0, (4.54a)

(c− b)∂[iu′j] +

(
6c− a− 5b

2

)
H∂[iuj] +

(
a− b

2

)(
∂[iv

′
j] + 2H∂[ivj]

)
+

+

(
a− b

2

)
εijk (2Hw′k + �wk) +

(
2c+ a− 3b

2

)
εkl[i∂

2
j]kwl = 0. (4.54b)

Вводя замену wm = εmpq∂pχq на бездивергентный χq, получим уравнения(
a+ b

4

)
∆(ui−vi)+

(
2c− a− b

4

)(
u′′i +2Hu′i+∆(χ′i−Hχi)

)
= κα2(ε+p)Vi

(4.55a)

c∂(iu
′
j) +

(
6c− a− b

2

)
H∂(iuj) −

(
a+ b

2

)(
∂(iv

′
j) + 2H∂(ivj)

)
+

+

(
2c− a− b

2

)
∆∂(iχj) = 0, (4.55b)

(
b− a

4

)
∆(ui + vi)−

(
2c+ a− 3b

4

)
∆χ′i−

−
(

2c− a− b
4

)
(u′′i + 2Hu′i −H∆χi) = 0, (4.55c)

(c− b)∂[iu′j] +

(
6c− a− 5b

2

)
H∂[iuj] +

(
a− b

2

)(
∂[iv

′
j] + 2H∂[ivj]

)
+

+ (a− b)
(
�∂[iχj] + 2H∂[iχ

′
j]

)
+

(
2c+ a− 3b

2

)
∆∂[iχj] = 0. (4.55d)
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Уравнения (4.55) необходимо дополнить соотношениями, определяющими

ковариантное сохранение материи

ε′ + 3H(ε+ p) = 0, ∂ip = 0, (4.56a)

(ε′ + p′)Vi + (ε+ p)V ′i + 4H(ε+ p)Vi = 0. (4.56b)

Нужно заметить, что уравнения (4.55b) и (4.55d) имеют достаточно про-

стую структуру ∂(iSi) = 0 и ∂[iSi] = 0 соответственно, и в дальнейших рас-

суждениях будут использоваться их тривиальные решения Si = 0, поэтому

систему (4.55) гораздо удобнее переписать в виде

(a+ b) ∆(ui−vi)+(2c− a− b)
(
u′′i +2Hu′i+∆(χ′i−Hχi)

)
= 4κα2(ε+p)Vi

(4.57a)

2cu′j − (a+ b) v′j +H

(
(6c− a− b)uj − 2 (a+ b) vj

)
+ (2c− a− b) ∆χj = 0,

(4.57b)

(b− a) ∆(ui+vi)−(2c+ a− 3b) ∆χ′i−(2c− a− b) (u′′i + 2Hu′i −H∆χi) = 0,

(4.57c)

2(c− b)u′j + (6c− a− 5b)Huj + (a− b)
(
v′j + 2Hvj

)
+

+ 2(a− b)
(
�χj + 2Hχ′j

)
+ (2c+ a− 3b) ∆χj = 0. (4.57d)

Прежде чем выделить из полученной четверки уравнений для векторов

(ui, vi, χi) три независимых уравнения, выполним уже известную по преды-

дущей главе замену

Mi =
ui − vi

2
, Li =

ui + vi
2

, (4.58)
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в системе (4.57). В результате получаем

(2c− a− b)
(
M′′

i + L′′i + 2H (M′
i + L′i)−H∆χi + ∆χ′i

)
+

+ 2 (a+ b) ∆Mi = 4κα2(ε+ p)Vi (4.59a)

(2c+ a+ b)M′
i + (6c+ a+ b)HMi + (2c− a− b)

(
L′i + 3HLi + ∆χj

)
= 0,

(4.59b)

(2c− a− b)
(
M′′

i + L′′i + 2H (M′
i + L′i)−H∆χi

)
+ ∆

(
2 (a− b)Li + (2c+ a− 3b)χ′i

)
= 0, (4.59c)

2(a− b) (χ′′i + 2Hχ′i) + (2c− a− b)
(
M′

i + 3HMi + ∆χi

)
+

+ (2c+ a− 3b)L′i + (6c+ a− 7b)HLi = 0. (4.59d)

Показать зависимость уравнений в системе (4.59) не сложно. Для этого

можно заметить равенство

(4.59b)− (4.59d) = (∂0 + 2H)

(
(4.59a)− (4.59c)

)
.

Поэтому в качестве уравнений, описывающих поведение векторного секто-

ра, используем разность (4.59a) и (4.59c), а также (4.59c), (4.59b):

∆

(
(a+ b)Mi + (b− a)(Li + χ′i)

)
= 2κα2(ε+ p)Vi, (4.60a)

(2c− a− b)
(
M′′

i + L′′i + 2H (M′
i + L′i)−H∆χi

)
+

+ ∆

(
2 (a− b)Li + (2c+ a− 3b)χ′i

)
= 0, (4.60b)

(2c+ a+ b)M′
i + (6c+ a+ b)HMi + (2c− a− b)

(
L′i + 3HLi + ∆χi

)
= 0.

(4.60c)
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Из уравнений (4.60b) и производной по времени от (4.60c) можно выразить

старшую производнуюMi в виде

M′′
i +

(
2c+ 3a+ 3b

2a+ 2b

)
HM′

i +

(
6c+ a+ b

2a+ 2b

)
H ′Mi =

=

(
a− b
a+ b

)
∆ (Li + χ′i) +

(
a+ b− 2c

2a+ 2b

)[
H (L′i + ∆χi) + 3H ′Li

]
, (4.61)

что превратиться в волновое уравнение на Mi в силу (4.60a). С другой

стороны, продифференцировав (4.60a) по времени и воспользовавшись за-

коном сохранения материи (4.56b), получим

L′i + 2HLi =

(
a+ b

a− b

)
(M′

i +HMi)− (χ′′i + 2Hχ′i) . (4.62)

Это уравнение можно подставить в (4.60c), что позволит выразить старшие

производные псевдовектора χi и получить уравнение

χ′′i + 2Hχ′i −∆χi =
4ac− 2b(a+ b)

(a− b)(2c− a− b)
M′

i+

+H

(
Li +

2c(5a− b)− (a2 + 4ab+ 3b2)

(a− b)(2c− a− b)
Mi

)
. (4.63)

С помощью уравнений (4.62) и (4.60a) можно выразить Li и решить остав-

шуюся систему (4.61) и (4.63) относительно Mi и χi. Таким образом в

случае общего положения в наличии два динамических вектора и один,

задающий связь, в то время как калибровочная свобода отсутствует.

Рассмотрим частные случаи, когда выполняются некоторые из ра-

венств (3.43)

• Поскольку выполнение равенства 6c = a + b никак не меняет струк-

туры уравнений (4.60), то первый и пятый типы теорий, согласно

обозначениям таблицы 3.1, тождественны. Иными словами, реализу-

ется модель общего положения.
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• При 2c = a+b, то есть в случае так называемой однопараметрической

NGR, или модели второго типа, уравнения движения становятся

(a+ b)∆Mi = 2κα2(ε+ p)Vi, (4.64a)

Li + χ′i = 0, (4.64b)

M′
i + 2HMi = 0. (4.64c)

Из третьего уравнения следуетMi ∝ 1
α2 , что вместе с первым урав-

нением соответствует закону сохранения (4.56b). То есть метрическая

переменнаяMi ведет себя как в ОТО. Поэтому в векторном секторе

от ОТО отличается лишь поведение Лоренцевых переменных.

• При a = b, реализуются модели третьего и седьмого типа, урав-

нение (4.60a) приобретает вид

a∆Mi = κα2(ε+ p)Vi, (4.65)

а значит, при выполнении условия (4.56b) принимает вид

M′
i + 2HMi = 0, (4.66)

поэтому (4.60b) и (4.60c) примут вид

L′′i + 2HL′i − 2H ′Mi + ∆ (χ′i −Hχi) = 0, (4.67a)

L′i +H (3Li +Mi) + ∆χi = 0. (4.67b)

Исключая из этих уравнений ∆χi, получим

3
(
H2 −H ′

)
(Mi + Li) = 0. (4.68)

Если фоном является пространство Минковского или Де Ситтера, то

это выражение превращается в тождество, оставляя калибровочную
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свободу. В противном случае на векторный сектор будет наложена

связьMi = −Li.

• При a = −b, в модели четвертого типа, система (4.60) может быть

переписана в виде

b∆(Li + χ′i) = κα2(ε+ p)Vi, (4.69a)

c

(
M′′

i +L′′i + 2H (M′
i + L′i)−H∆χi + ∆χ′i

)
= 2b∆(Li +χ′i), (4.69b)

M′
i + L′i + 3H (Mi + Li) + ∆χi = 0. (4.69c)

Как и в предыдущем случае, исключая из второго и третьего урав-

ненийM′
i + L′i, можно получить связь

3c
(
H2 −H ′

)
(Mi + Li) = 2b∆ (L+ χ′i) , (4.70)

которая уничтожает калибровочную свободу. Поле материи Vi по-

средством (4.69a) задает Li + χ′i, а поэтому и Mi + Li. А значит

метрические переменные полностью ограничены связями.

• При a = b = c восстанавливается модель шестого типа, то есть

ОТО, где все переменные векторного сектора являются калибровоч-

ными, кроме единственного динамического вектора Mi, удовлетво-

ряющего уравнениям

a∆Mi = κα2(ε+ p)Vi, M′
i + 2HMi = 0. (4.71)

• При a = b = 0, в рамках модели восьмого типа, чтобы удовлетво-

рялось уравнение (4.60a) тривиализируются векторные возмущения
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Vi = 0, а остальные два уравнения приобретают вид

M′′
i + L′′i + 2H (M′

i + L′i)−H∆χi + ∆χ′i = 0,

M′
i + L′i + 3H (Mi + Li) + ∆χj = 0,

(4.72)

исключив откуда ∆χi, можно получить связь

(H2 −H ′)(Mi + Li) = 0, (4.73)

которая, как и ранее, в пространствах отличных от Минковского и Де

Ситтера, связывает вектора Mi = −Li, уничтожая калибровочную

свободу.

• Наконец в модели девятого типа при a + b = c = 0 уравнения

принимают вид

b∆(Li + χ′i) = κα2(ε+ p)Vi = 0, (4.74)

что запрещает векторные возмущения, и оставляет единственную связь

Li + χ′i = 0.

4.5. Тензорные возмущения

Для построения суперпотенциала приведем тензорные возмущения

ковариантных компонент тензора кручения

Tijk = −α
2

2
(∂jhik − ∂khij) , Ti0j = −α2Hδij −

α2

2

(
h′ij + 2Hhij

)
. (4.75)

Компоненты вектора кручения принимают вид

T0 = 3H, Ti = 0. (4.76)

Скаляр (1.29) с точностью до слагаемых первого порядка малости

T =

(
a+ b− 6c

2

)(
3H2

α2

)
. (4.77)
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Компоненты тензора конторсии (1.19), вычисленные по (4.75) приобретают

форму

K0ij = −Kji0 = −α2Hδij −
α2

2

(
h′ij + 2Hhij

)
, Kijk = −α

2

2
(∂ihjk − ∂khji) .

(4.78a)

Компоненты суперпотенциала имеют вид

Si0j = −
(
a+ b− 6c

2

)
α2Hδij − α2

[(
a+ b− 6c

2

)
Hhij +

(
a+ b

4

)
h′ij

]
,

Sijk =

(
a+ b

4

)
α2 (∂khji − ∂jhki) .

(4.79)

Для нахождения обобщенного тензора Эйнштейна нам понадобятся тен-

зорные возмущения символов Кристоффеля второго рода

Γ̃0
00 = H, Γ̃0

ij = Γ̃0
ji = Hδij +

1

2
h′ij +Hhij,

Γ̃i0j = Γ̃ij0 =Hδij +
1

2
h′ij, Γ̃ijk = Γ̃ikj =

1

2
(∂jhik + ∂khij − ∂ihjk) ,

(4.80)

а след связности равен

Γ̃αα0 = 4H, Γ̃ααj = 0. (4.81)

Поэтому тензор Эйнштейна вместе с тензорными возмущениями имеет вид

G·00 =

(
6c− a− b

4

)
3H2

α2
, (4.82a)

G·ji =

(
6c− a− b

4

)(
2H ′ +H2

α2

)
δij −

(
a+ b

4

)[
h′′ij −∆hij + 2Hh′ij

α2

]
.

(4.82b)

Очевидно, антисимметричная часть уравнений движения в тензорном сек-

торе отсутствует, поэтому тензорный сектор уравнений движения имеет

вид (
6c− a− b

4

)
3H2

α2
= κε, (4.83a)
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6c− a− b

4

)(
2H ′ +H2

α2

)
δij −

(
a+ b

4

)(
�hij + 2Hh′ij

α2

)
= −κpδij.

(4.83b)

А значит, учитывая выполнение фоновой части уравнений, возмущения

удовлетворяют уравнению

(a+ b)
(
h′′ij + 2Hh′ij −∆hij

)
= 0, (4.84)

которое можно переписать, используя обозначение для ковариантного опе-

ратора Даламбера, в виде (a + b)�̃hij = 0. При этом нужно заметить, что

при a+ b = 6c фоновые слагаемые, которые задают космологические урав-

нения Фридмана, вырождаются, что делает данную реализацию теории

Хаяши – Ширафуджи принципиально отличной от ОТО.

4.6. Подсчет степеней свободы

В этом разделе сравнивается классификация переменных, получен-

ная в главе 3, с классификацией переменных в данной главе для всех мо-

делей, реализуемых NGR. Это сравнение важно, потому что оно позволит

сделать вывод о наличии или отсутствии «сильной связи» в каждой из мо-

делей, если в какой-то из них изменится количество калибровочных мод.

Их классификация приведена в таблице 4.1, а ниже в девяти небольших

подразделах они будут подсчитаны их в каждом частном случае теории.
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Тип Модель Диманические моды Связи Калибровки

1 Общая hij ,Mi, χi, ζ, s Li, φ, ψ –

2 I hij , s Mi,Li, φ, ψ χi, ζ

3 II hij , ζ Mi,Li, χi, φ, ψ s

4 III половина ζ, s половина ζ,Mi,Li, χi, φ, ψ hij

5 IV hij ,Mi, χi, s Li, φ+ ψ, ζ φ− ψ

6 I и II hij Mi, φ, ψ Li, χi, ζ, s

7 II и IV hij Mi,Li, χi, φ+ ψ, ζ φ− ψ, s,

8 II и III половина ζ половина ζ,Mi, χi, φ, ψ hij ,Li, s

9 I и III и IV s Li hij ,Mi,Li, χi, φ, ψ, s

Таблица 4.1: Степени свободы теории в рамках теории возмущений над

пространством Фридмана.

4.6.1. |a| 6= |b|, 2c 6= a+ b, 6c 6= a+ b

Первая и наиболее общая модель NGR описывается громоздкой си-

стемой уравнений 
�̃hij = 0, �̃s = 0,

φ, ψ, ζ удовлетворяют (4.35),

MiLi, χi удовлетворяют (4.60).

(4.85)

Несложно заметить, что в рамках этой модели отсутствуют калибровочные

переменные. При этом динамическими модами являются hij,Mi, χi, ζ, s,

которые вместе полями материи δε и δp фиксируют поведение скаляров

φ и ψ посредством уравнений (4.29a) и (4.35a), и вектора Li посредством

(4.62). Данная модель, поскольку характер ее переменных тождественен
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тому, что был рассмотрен в 3.5.1, не обладает «сильной связью». Такое

поведение, учитывая ее общность, выглядит достаточно многообещающе

с точки зрения анализа общих свойств теорий NGR как претендента на

обобщение ОТО.

4.6.2. |a| 6= |b|, 2c = a+ b

В случае однопараметрической NGR не сложно видеть полное сход-

ство волнового поведения переменных hij, s с поведением, описанным раз-

делом 3.5.2.
�̃hij = 0, �̃s = 0, φ = ψ,

ψ′′ − c2s∆ψ + 3H(1 + c2s)ψ
′ + (2H ′ +H2 + 3c2sH

2)ψ = 0,

M′
i + 2HMi = 0, Li = −χ′i.

(4.86)

Совпадает также и связь между лоренцевыми векторами Li и χi, один из

которых можно считать калибровочным. Может однако показаться, что

метрические скаляры φ, ψ и метрический векторMi стали динамически-

ми, но это не так. В данном случае динамическими становятся поля мате-

рии δε и Vi, которые посредством уравнений (4.29a) и (4.64a) определяют

поведение скаляров φ = ψ иMi соответственно. А это значит, что на них

наложены связи. Эта реализация NGR также не имеет проблемы «силь-

ной связи», поскольку характер переменных в уравнении (4.86) совпадает

с характером мод системы (3.55).
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4.6.3. a = b 6= 0, a 6= c, a 6= 3c

В рамках данной модели уравнения движения имеют вид
�̃hij = 0, M′

i + 2HMi = 0,
(
H2 −H ′

)
(Mi + Li) = 0,

∆χi = −L′i −H (3Li +Mi) , φ, ψ, ζ удовлетворяют (4.35).
(4.87)

Несложно заметить, что гравитационные волны, как и в ранее рассмот-

ренных моделях, в наличии. Поведение метрического вектора Mi как и

прежде определяется поведением материи в соответствии с (4.64a). Псев-

доскаляр s стал калибровочным, но остальные три скалярных моды ζ, φ, ψ

ведут себя аналогично случаю общего положения, описанному в разделе

4.6.1. Переменная Li является калибровочной в случае, когда фоновое про-

странство представлено метрикой Минковского или де Ситтера, в случае

произвольного же космологического фона, на ее поведение накладывается

связь Li = −Mi. А это, в свою очередь, ограничивает поведение вектора χi.

Таким образом, можно видеть, что данная реализация NGR имеет сильную

связь, потому что векторная мода Li перестала быть калибровочной, какой

была в рамках линеаризованной теории над фоном Минковского, что бы-

ло продемонстрировано в разделе 3.5.3. Наличие «сильной связи» не дает

корректно поставить задачу Коши в этой модели, так как в зависимости от

того в какой области фазового пространства окажутся начальные данные,

поведение вектора Li может быть, как полностью непредсказуемым, когда

он калибровочный, так и однозначно определено, в противном случае.
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4.6.4. a = −b 6= 0, c 6= 0

Уравнения движения очередной модели приобретают вид

2b∆(Li + χ′i) = 2κα2(ε+ p)Vi = 3c
(
H2 −H ′

)
(Mi + Li) ,

∆χi = −M′
i − L′i − 3H (Mi + Li) , �̃s = 0,

φ = ζ ′ + 3Hζ + 2ψ, 3

[
α2 (ψ +Hζ)

]′
+ α2∆ζ = 0,

2
(
H ′ −H2

)
(ψ +Hζ) =

[
H ′′ − (1− 3c2s)HH

′ − (1 + 3c2s)H
3

]
ζ.

(4.88)

Где видна полная неприменимость ее к физике, так как тензорная мода

hij — калибровочная, ζ — динамический скаляр, требующий фиксации

лишь одного данного задачи Коши, который посредством последнего урав-

нения накладывает связь на ψ, а значит и на φ. Все векторные переменные

ограничиваются поведением материи. При этом s — динамический псевдо-

скаляр.

4.6.5. 6c = a+ b, |a| 6= |b|

В рамках данной реализации теории, переменные удовлетворяют
�̃hij = 0, MiLi, χi удовлетворяют (4.60),

�̃s = 0, φ+ ψ = ζ = 0.

(4.89)

Прежде всего заметим, что векторные моды ведут себя аналогично случаю,

приведенному в разделе 4.6.1. Лоренцевы вектораMi и χi – динамические,

они ограничивают эволюцию Li. Динамическими переменными являются

также и hij, s. На скалярную моду ζ, вследствии выполнения уравнений

(4.41) при c2s 6= 1
3 , наложена связь, которая фиксирует сумму φ + ψ. Если

же c2s = 1
3 , то ζ становится калибровочной. А это значит, что в рамках этой
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модели сильная связь проявляется в линейном порядке теории возмущений

лишь в случае, когда материя удовлетворяет условию c2s = 1
3 .

4.6.6. a = b = c 6= 0

Стандартный случай гравитационных возмущений в TEGR, уравне-

ния имеют вид
�̃hij = 0, M′

i + 2HMi = 0, φ = ψ,

ψ′′ − c2s∆ψ + 3H(1 + c2s)ψ
′ + (2H ′ +H2 + 3c2sH

2)ψ = 0.

(4.90)

Видно, что динамический характер тензорных возмущений hij в наличии.

Может показаться, что изменилось поведение переменных φ, ψ,Mi, и те-

перь они стали динамическими, в отличие от результатов раздела 3.5.6,

однако это не так, их поведение ограничено динамикой полей материи по-

средством уравнений (4.29a) и (4.71). Поэтому лоренцев сектор полностью

калибровочный. А значит имеет место сохранение характера всех перемен-

ных в рамках данной модели по сравнению с результатами раздела 3.5.6,

что означает отсутствие «сильной связи».

4.6.7. a = b = 3c 6= 0

Переменные в этой реализации теории удовлетворяют системе
�̃hij = 0, M′

i + 2HMi = 0,
(
H2 −H ′

)
(Mi + Li) = 0,

∆χi = −L′i −H (3Li +Mi) , φ+ ψ = ζ = 0.

(4.91)

Тензорные моды hij остаются динамическими. Эволюция метрического век-

тораMi определяется эволюцией полей материи посредством (4.64a), то-

гда как Li является калибровочной, когда фон представлен пространством
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Минковского или де Ситтера, но в случае произвольного космологического

фона, на ее поведение накладывается связь Li = −Mi. А это значит, что

вектор χi фиксируется переменнымиMi,Li. Лоренцев скаляр ζ, как было

получено из (4.41), является тривиальным (за исключением случая c2s = 1
3)

и фиксирует сумму φ+ψ. Так как вектор Li перестал быть калибровочным,

как это было в разделе 3.5.7, можно заключить, что эта модель обладает

проблемой «сильной связи», а значит не является однозначно предсказуе-

мой в силу невозможности постановки задачи Коши.

4.6.8. a = b = 0, c 6= 0

Заведомо патологическая модель NGR, описываемая в линейном при-

ближении системой уравнений

φ = ζ ′ + 3Hζ + 2ψ, 3

[
α2 (ψ +Hζ)

]′
+ α2∆ζ = 0,

2
(
H ′ −H2

)
(ψ +Hζ) =

[
H ′′ − (1− 3c2s)HH

′ − (1 + 3c2s)H
3

]
ζ,

∆χj = −M′
i − L′i − 3H (Mi + Li) , (H2 −H ′)(Mi + Li) = 0,

(4.92)

не имеет гравитационных волн и уже поэтому далека от каких-либо при-

тязаний на описание реальности. Единственной динамической модой яв-

ляется лоренцев скаляр ζ, поведение которого определяется уравнением

с первой производной по времени. Он фиксирует поведение метрических

скаляров ψ и φ. В векторном секторе Li — калибровочная мода, накладыва-

ющая связьMi = −Li (за исключением случая H2 = H ′ в пространствах

Минковского или де Ситтера, где оба вектора будут калибровочными), что

в свою очередь фиксирует и поведение вектора χi. Поэтому несложно за-

метить, что в рамках данной реализации NGR «сильная связь» тоже есть,
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так как векторMi перестал быть калибровочным по сравнению с разделом

3.5.8.

4.6.9. a+ b = c = 0

Наконец уравнения движения последней из моделей имеют вид

Li = −χ′i, �̃s = 0, (4.93)

откуда видно, что динамическим является лишь псевдоскаляр s, а пере-

менная Li ограничена связью с калибровочным вектором χi. Эта модель

не имеет ничего общего с ОТО, однако в отличие от многих предыдущих

реализаций NGR лишена «сильной связи», так как характер ее переменных

ничем не отличается от того, что был получен в разделе 3.5.9.
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Заключение

В рамках данной диссертационной работы анализировалась грави-

тационная теория, предложенная в [3], [4], которая представляется обоб-

щением эйнштейновской теории относительности [1]. В первой главе были

определены все геометрические объекты, которые используются в исследо-

вании, была построена плотность лагранжиана обсуждаемой теории, вслед

за чем аналог тензора Эйнштейна и трехпараметрические уравнения дви-

жения (1.40).

Вторая глава посвящена поиску и элементарной классификации ва-

куумных статических сферически симметричных решений в рамках теории

Хаяши – Ширафуджи. Было показано, что тетрада (2.4) не порождает ан-

тисимметричной части полевых уравнений движения (2.12)–(2.14). В под-

разделе 2.1.1 удалось продемонстрировать, что в изотропных координатах

уравнения допускают интегрирование в элементарных функциях (2.31) при

любых значениях параметров a, b, c, вне зависимости от наличия ньютоно-

ва предела.

В третьей главе с помощью возмущений уравнений движения (1.40)

вблизи фонового решения — плоского пространства Минковского (3.1), ис-

следовались линеаризованные полевые уравнения в скалярном, векторном

и тензорном секторах переменных. Это позволило классифицировать пере-

менные теории в каждой из реализаций NGR (классификация приведена в

таблице 3.1) и выделить наиболее адекватные модели, непротиворечащие
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ОТО в первом порядке малости. К ним относится как случай однопарамет-

рической NGR при a+ b = 2c, так и модель общего положения, уравнения

которой приведены в подразделе 3.5.1 при дополнительных ограничениях

на параметры a ≥ max{b,−b}, a + b ≤ 2c, исключающих появление духо-

вых мод. Также были указаны две модели, описанные в подразделах 3.5.3

и 3.5.7, в которых метрические переменные в линейном порядке малости

ведут себя аналогично ОТО, которые однако имеют проблему «сильной

связи».

В четвертой главе были обобщены вычисления третьей главы, иссле-

дованы линеаризованные уравнения движения вблизи пространства Фрид-

мана – Робертсона – Уокера в присутствии тензора энергии-импульса иде-

альной жидкости. В каждой из моделей реализуемых теорией, как и в

предыдущей главе, были указано, какие переменные являются динамиче-

скими, какие калибровочными, а на какие наложены связи. Классифика-

ция переменных приведена таблице 4.1. Сравнение вышеназванных таблиц

приведено ниже в таблице 4.2, откуда можно заключить, что проблема

«сильной связи», которая делает невозможным постановку корректной за-

дачи Коши в теории, отсутствует лишь в модели общего положения, одно-

параметрической NGR, в шестой модели — TEGR (тождественной ОТО) и

девятой (заведомо патологической из-за отсутствия гравитационных волн)

модели. Таким образом, лишь общая и однопараметрическая реализации

теории Хаяши – Ширафуджи имеют перспективы быть разумным обобще-

нием общей теории относительности Эйнштейна.
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Модель Изменения

Общая Нет изменений

a+ b = 2c Нет изменений

a = b Калибровочные вектора становятся ограниченными

a+ b = 0 Калибровочные вектора и саляры становятся ограниченными

a+ b = 6c Почти нет изменений (за исключением ζ в случае c2s =
1
3)

a = b = c Нет изменений

a = b = 3c Калибровочные вектора становятся ограниченными

a = b = 0 Калибровочные вектора и скаляры становятся ограниченными

a+ b = c = 0 Нет изменений

Таблица 4.2: Отличия характера степеней свободы в возмущениях над про-

странством Фридмана по сравнению с возмущениями над пространством

Минковского.
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Приложение

В работе [21] были получены возмущения уравнений движения спо-

собом, отличным от того, что был представлен в главе 4, с помощью кон-

формных преобразований [59] динамической переменной (4.1). Поскольку

вычисления производятся с пространственно плоской тетрадой с конформ-

ным временем, важно отметить, что она отличается от символа Кронекера

лишь множителем α(t). Исследованию конформных и дисформных преоб-

разований в нелинейных обобщениях телепараллельных гравитационных

теорий были посвящены работы [60] и [61].

Общий вид конформного преобразования тетрады

êa·µ = eϕ(x)ea·µ, (4.94)

где ϕ(x) — гладкая скалярная функция, а ea·µ — плоская тетрада, возмуще-

ния которой были рассмотрены в главе 3. Поэтому преобразование метрики

имеет вид

ĝµν = e2ϕ(x)gµν, (4.95)

тензор и вектор кручения преобразуются по закону

T̂ α·µν = T α·µν + δαν ∂µϕ− δαµ∂νϕ, T̂µ = Tµ + 3∂µϕ. (4.96)

Основные объекты (тензор конторсии, обобщенный скаляр кручения, су-

перпотенциал), используемые в уравнениях движения (1.40), преобразуют-

ся следующим образом

K̂αµν = e2ϕ (Kαµν + gµν∂αϕ− gµα∂νϕ) , (4.97a)
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T̂ = e−2ϕ
(
T−

[
6c− a− b

2

](
2T µ∂µϕ+ 3(∂ϕ)2

))
, (4.97b)

Ŝαµν = e2ϕ
(
Sαµν −

[
6c− a− b

2

]
(gαν∂µϕ− gαµ∂νϕ)

)
. (4.97c)

Поэтому ковариантная дивергенция суперпотенциала и его свертка с тен-

зором конторсии преобразуются в соответствии соотношениями

∇̃αŜ
· να
µ = e−2ϕ

(
∇̃αS

· να
µ +

(
S · ναµ · · + Sαν ·

· ·µ
)
∂αϕ−

−
[

6c− a− b
2

] [
∇̃µ∇̃νϕ− δνµ�̃ϕ− 2(∂µϕ)(∂νϕ)− δνµ(∂ϕ)2 − (∂µϕ)T ν

])
,

(4.98a)

K̂αµβŜ
ανβ = e−2ϕ

(
KαµβS

ανβ −
(
S · ναµ · · −Sαν ·

· ·µ
)
∂αϕ−

−
[

6c− a− b
2

] [
δνµ(∂ϕ)2 − (∂µϕ)(∂νϕ) + (∂αϕ)Kα · ν

·µ ·
])

. (4.98b)

Это позволяет получить закон преобразования обобщенного тензора Эйн-

штейна относительно преобразований (4.94)

Ĝµν = Gµν−
[

6c− a− b
2

](
∇̃µ∇̃νϕ− gµν�̃ϕ− (∂µϕ)(∂νϕ)− 1

2
gµν(∂ϕ)2

)
+

+ 2S · ·αµν ∂αϕ−
[

6c− a− b
2

] (
K · ·ανµ ∂αϕ− Tν∂µϕ+ gµνT

α∂αϕ
)
. (4.99)

Применяя это выражение к пространственно плоской тетрады êa·µ = α(t)δaµ,

задающей метрику Фридмана, легко заметить, что

∂µϕ = Hδ0µ, (4.100)

откуда непосредственно следуют выражения

∇̃µ∇̃νϕ = δ0µδ
0
νH
′ −HΓ̃0

µν, �̃ϕ = g00H ′ −HgαβΓ̃0
αβ, (∂ϕ)2 = H2g00,

(4.101)
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которые позволяют переписать (4.99) для космологических возмущений

Ĝµν = Gµν −
[

6c− a− b
2

](
H ′
(
δ0µδ

0
ν − gµνg00

)
−H2

(
δ0µδ

0
ν +

1

2
gµνg

00

))
+

+H

(
2S · · 0µν −

[
6c− a− b

2

] [
K · · 0νµ − Tνδ0µ + gµνT

0 + gµνg
αβΓ̃0

αβ − Γ̃0
µν

])
.

(4.102)

Все объекты: gµν, Tαµν, Kαµν, Sαµν, Gµν в этом выражении были вычисле-

ны в главе 3 по возмущениям плоского фона (3.1) во всех пертурбативных

секторах.
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Список сокращений и условных обозначений

• ОТО - общая теория относительности.

• TEGR - Teleparallel Equivalent of General Relativity (телепараллель-

ный эквивалент общей теории относительности).

• NGR - New General Relativity (Новая теория относительности), но в

рамках данного исследования класс этих моделей называются Теори-

ей Хаяши — Ширафуджи.

• f(T ) - класс телепараллельных теорий гравитации, где в качестве

плотности лагранжиана используют произвольную нелинейную функ-

цию от скаляра кручения (1.23).
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