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Введение

Актуальность темы исследования. В настоящее время является уста­

новленным фактом, что наличие магнитного поля в широком классе астрофи­

зических объектов представляет типичную ситуацию для наблюдаемой Вселен­

ной. При этом масштаб индукции магнитного поля 𝐵 может варьироваться в

очень широких пределах: от крупномасштабных (∼ 100 килопарсек) межгалак­

тических магнитных полей ∼ 10−21 Гс [1], до полей, реализующихся в сценарии

ротационного взрыва сверхновой ∼ 1017 Гс [2, 3]. Наблюдаемые галактические

поля могут являться отстатками сильных магнитных полей, существовавших в

ранней Вселенной [4] (см. также [5–7]).

Особый интерес представляют объекты с полями масштаба так называе­

мого критического значения 𝐵𝑒 = 𝑚2/𝑒 ≃ 4.41 × 1013 Гс. К ним, в частности,

относятся изолированные нейтронные звезды, включающие в себя радиопуль­

сары и так называемые магнитары, обладающими магнитными полями с ин­

дукцией от 1012 Гс (радиопульсары) до 4 × 1014 Гс (магнитары). Недавние на­

блюдения позволяют, в частности, отождествить некоторые астрофизические

объекты, такие как источники мягких повторяющихся гамма-всплесков (SGR)

и аномальные рентгеновские пульсары (AXP), с магнитарами [8–13]. Согласно

наиболее известной в настоящее время модели [14–16] в окрестности таких объ­

ектов возможно существование сильного магнитного поля, достигающего вели­

чины 1015−1016 Гс. Разнообразные модели, описывающие источники подобных

сильных астрофизических полей, рассмотрены в [17] (см. также [18–20]).

Анализ спектров излучения как радиопульсаров, так и магнитаров свиде­

тельствует также о наличии электрон-позитронной плазмы в их магнитосферах

с концентрацией порядка значения концентрации Голдрайха-Джулиана [21]:

𝑛𝐺𝐽 ≃ 3× 1013 см−3

(︂
𝐵

100𝐵𝑒

)︂(︂
10 сек

𝑃

)︂
, (1)

где 𝑃 = 2𝜋/Ω - период обращения нейтронной звезды.
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Естественно ожидать, что такие экстремальные условия будут оказывать

существенное влияние на квантовые процессы, где в конечном или начальном

состоянии могут присутствовать как электрически заряженные, так и электри­

чески нейтральные частицы, такие как электроны, фотоны и нейтрино. Воздей­

ствие внешнего поля на такие процессы обусловлено как чувствительностью за­

ряженных фермионов (в первую очередь электронов, как частиц с наибольшим

удельным зарядом) к влиянию поля, так и тем фактом, что сильно замагничен­

ная плазма существенно меняет дисперсионные свойства частиц, а значит, и их

кинематику [22–27].

Кроме того, присутствие плотной горячей плазмы у нейтронных звёзд мо­

жет приводить к тому, что магнитное поле перестаёт быть максимальным па­

раметром задачи, или, если точнее, перестаёт выполняться условие [28]:

𝐵2

8𝜋
≫ 𝜋2(𝑛𝑒− − 𝑛𝑒+)

2

𝑒𝐵
+
𝑒𝐵𝑇 2

12
. (2)

При значениях плотности плазмы 𝜌 > 108 г/см3 начинают возбуждаться

высшие уровни Ландау виртуальных фермионов, в результате чего они стано­

вятся нестабильными. Это явление приводит к возникновению возможности

резонансных переходов, которые способны значительно повлиять на скорость

протекания реакций в астрофизических объектах.

Среди квантовых процессов, свойства которых существенно, а иногда прин­

ципиально меняются под воздействием замагниченной среды, особый интерес

для астрофизики представляют одно-, двух- и трёхвершинные процессы. Это

обусловлено тем, что с точки зрения влияния микрофизических процессов на

макроскопические характеристики астрофизических объектов (например, ско­

рость потери энергии, число рождаемых частиц, коэффициент диффузии и т.п.)

существенными будут лишь те реакции, которые дают лидирующие по констан­

там связи вклады.

Замагниченная среда с не слишком высокими значениями плотности и тем­

пературы (𝑇 . 2 МэВ, 𝜌 . 1011 г/см3, такие условия могут существовать во
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внешней коре нейтронной звезды после двадцати секунд после её рождения [29])

является прозрачной для нейтрино. По этой причине квантовые процессы, со­

держащие нейтрино в конечном состоянии, играют определяющую роль при

остывании нейтронных звёзд на начальной стадии их эволюции [30–33].

Ещё одной актуальной физической задачей является описание вспышеч­

ной активности SGR. Согласно общепринятой модели [14, 34], в магнитосфере

магнитара вблизи его поверхности формируется относительно долго живущая

область, занятая захваченной магнитным полем горячей 𝑒+𝑒− плазмой и нахо­

дящимися в термодинамическом равновесии с ней фотонами (так называемый

«trapped fireball»), которая относительно медленно остывает за счёт испуска­

ния нейтрино и фотонов. Последние и формируют наблюдаемый спектр мяг­

кого рентгеновского и гамма-излучения (так называемый «long tail» – «длин­

ный хвост»), причём форма этого спектра, по-видимому, определяется зависи­

мостью коэффициента поглощения фотона от энергии и температуры. Одним

из процессов, дающих лидирующий вклад в коэффициент поглощения фотона

в условиях вспышки SGR, является расщепление фотона (𝛾 → 𝛾𝛾).

Степень разработанности темы исследования. Типичный пример

двухвершинного процесса с вершинами векторного типа в присутствии замаг­

ниченной плазмы – это комптоновское рассеяние, представляющее возможный

канал формирования радиационного спектра излучения нейтронной звезды. Он

был рассмотрен в ряде работ [35–39]. Однако приведённые в них результаты бы­

ли получены без учёта дисперсионных свойств фотона в активной среде. Этот

недочёт был исправлен в статье [40]. Выражение для амплитуды комптоновско­

го рассеяния для случая, когда начальный и конечный электроны находятся

на основном уровне Ландау, было представлено в явном лоренц-инвариантном

виде.

Другим примером комптоноподобного процесса с векторной и аксиально­

векторной вершинами является переход фотона в пару нейтрино за счёт процес­

са 𝛾𝑒 → 𝑒𝜈𝜈, который был рассмотрен в присутствии замегниченной плазмы
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в работах [36, 41]. Однако результаты в работе [41] представлены в довольно

громоздкой форме, не обладающей явной лоренц-инвариантностью. Кроме то­

го, методика вычислений, предложенная в этой работе, оказывается малопри­

годной для анализа процессов рассеяния фотонов на фермионах с рождением

экзотических частиц, таких как аксионы, нейтралино и т.д.

Все существующие модели внутреннего строения нейтронных звёзд дают

значения параметров среды (плотности и температуры), при которых замагни­

ченная плазма прозрачна для нейтрино. Поэтому реакции с парой нейтрино­

антинейтрино в конечном состоянии играют определяющую роль в нейтринном

остывании.

В условиях внешних регионов нейтронной звезды основными каналами

производства нейтрино являются следующие процессы: аннигиляция электрон­

позитронных пар, 𝑒𝑒 → 𝜈𝜈, конверсия фотона в пару нейтрино-антинейтрино,

𝛾 → 𝜈𝜈, двухфотонная аннигиляция, 𝛾𝛾 → 𝜈𝜈 и фотонейтринный процесс,

𝑒𝛾 → 𝑒𝜈𝜈. Реакция аннигиляции электрон-позитронной пары имеет длитель­

ную историю исследования, и ей посвящено большое количество работ [42–50],

в которых он рассматривался при различных физических условиях. Петлевой

процесс распада фотона на нейтринную пару изучался в двух предельных слу­

чаях: сильного магнитного поля без плазмы и в слабо замагниченной плазме

(распад плазмона) [26, 41, 51–56]. История исследования двухфотонной анниги­

ляции насчитывает более 50 лет [44, 57–71]. Начало изучения фотонейтринного

процесса датируется началом 60-ых годов XX века [72, 73]. В последующие

годы вышел ряд работ, посвящённых этой реакции [28, 43–46, 48, 49, 74–76].

Результаты рассмотрения этих реакций для различных значений температуры

и плотности среды были представлены в обзоре [29].

Сравнительный анализ, проведённый в [28], показал, что фотонейтринный

процесс вносит основной вклад в нейтринную светимость при малых плотностях

плазмы (106 . 𝜌 . 108 г/см3), в то время как при плотностях 108 . 𝜌 . 1010

г/см3 начинает доминировать реакция конверсии фотона. Однако полученные в
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приведённой работе результаты не учитывали возможность осуществления резо­

нанса на виртуальном электроне и становятся неприменимыми при плотностях,

превышающих значение 𝜌9 = 109 г/см3, при которых начинают возбуждаться

высшие уровни Ландау виртуального электрона.

Первые работы, посвящённые комптоновскому рассеянию в магнитном по­

ле, датируются 70-ыми годами прошлого века [35, 77–82], и с тех пор интерес к

этому процессу только возрастал.

С другой стороны, резонанс на виртуальном электроне для электродина­

мического процесса с двумя векторными вершинами, 𝛾𝑒→ 𝛾𝑒, в настоящее вре­

мя представляет огромный интерес для астрофизических приложений к задаче

формирования спектров излучения в магнитосферах нейтронных звезд [83, 84].

В этих работах исследование резонанса в реакции 𝛾𝑒 → 𝛾𝑒 проводилось в слу­

чае конечной ширины резонансных пиков, что представляет собой достаточно

громоздкую вычислительную задачу.

Другим интересным примером электродинамического процесса является

расщепление фотона, 𝛾 → 𝛾𝛾. Эта реакция запрещёна в вакууме, но становит­

ся разрешённой в присутствии внешнего магнитного поля. Процесс расщепле­

ния фотона исследовался в течение длительного времени [85–94]. Тем не ме­

нее, интерес к нему не угасает из-за астрофизических приложений, ведущих к

наблюдаемым результатам. Сюда входят объяснение особенностей гамма-спек­

тров некоторых радиопульсаров [95], особенностей радио-излучения у источ­

ников мягких повторяющихся гамма-всплесков и аномальных рентгеновских

пульсаров [96–98], объяснение механизмов вспышек источников мягких повто­

ряющихся гамма-всплесков [14, 34]. Детальный обзор литературы был проведён

в работе [99]. Следует обратить внимание, что масштаб индукции магнитного

поля у этих объектов может быть порядка 𝐵𝑒 или выше [100]. Процесс рас­

щепления фотона в сильно замагниченной плазме был изучен в статье [99]. В

ней были получены правила отбора по поляризациям фотонов и парциальные

вероятности в разрешённых каналах.
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Помимо указанного влияния плазмы и магнитного поля на процесс рас­

щепления фотона представляет интерес рассмотреть модификацию кинемати­

ки данного процесса за счёт влияния позитрония. Поляризационный оператор

фотона в случае, когда учтён только петлевой вклад свободной 𝑒+𝑒−-пары, был

изучен в работах [101, 102]. Вероятность перехода фотона в позитроний в адиа­

батическом приближении вычислялась в [103, 104]. Исследование влияния по­

зитрония на дисперсию фотона в сильном магнитном поле было проведено в

работе [105] на примере процесса радиационного распада нейтрино, 𝜈 → 𝜈𝛾.

Однако, подобного рассмотрения для процесса расщепления фотона ранее, по

всей видимости, не проводилось.

Цели и задачи диссертационной работы:

1. Вычислить амплитуды обобщённого комптоноподобного процесса в обла­

сти резонанса 𝑗𝑓 → 𝑗′𝑓 ′ в постоянном однородном магнитном поле и

замагниченной плазме, где 𝑓 и 𝑓 ′ – начальный и конечный фермионы,

находящиеся на произвольных уровнях Ландау, 𝑗 и 𝑗′ – обобщенные то­

ки скалярного, псевдоскалярного, векторного или аксиального типов для

случая возможного резонанса на виртуальном фермионе.

2. Вычислить нейтринную излучательную способность, обусловленную комп­

тоноподобным процессом фоторождения нейтрино, 𝛾𝑒→ 𝑒𝜈𝜈, в холодной

замагниченной плазме с учетом резонанса на виртуальном электроне, за­

нимающем произвольный уровень Ландау n.

3. Получить коэффициент поглощения фотона в процессе 𝛾𝑒→ 𝛾𝑒 с учётом

резонанса на виртуальном электроне в приближении 𝛿-образного пика.

4. Для процесса расщепления фотона 𝛾 → 𝛾𝛾, в присутствии холодной по­

чти вырожденной плазмы и в сильном магнитном поле с учётом вклада

позитрония в дисперсию фотона определить правила отбора по поляри­

зациям фотонов и вычислить соответствующие парциальные вероятности
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для разрешённых каналов.

Научная новизна.

1. Впервые получены амплитуды процесса 𝑗𝑓 → 𝑗′𝑓 ′ в замагниченной плаз­

ме в области резонанса.

2. Впервые получена нейтринная излучательная способность, обусловленная

процессом фоторождения нейтрино, 𝛾𝑒→ 𝑒𝜈𝜈, в холодной замагниченной

плазме с учетом резонанса на виртуальном электроне, занимающем про­

извольный уровень Ландау n.

3. Впервые получены коэффициент поглощения фотона в процессе 𝛾𝑒→ 𝛾𝑒

с учётом резонанса на виртуальном электроне в приближении 𝛿-образного

пика.

4. Впервые получены правила отбора по поляризациям и вероятности в раз­

решённых каналах для процесса расщепления фотона в холодной почти

вырожденной плазме и в сильном магнитном поле с учётом вклада пози­

трония.

Теоретическая и практическая значимость. Результаты представля­

ют интерес для дальнейших теоретических исследований в области астрофизи­

ки и физики элементарных частиц, когда изучаемые частицы находятся под воз­

действием внешних экстремальных условий. Также результаты исследования

могут быть использованы в образовательных целях как материал для учебной

и методической литературы в помощь студентам соответствующих направлений

подготовки.

Методология и методы исследования. При проведении исследований

использовались известные методы квантовой теории поля и теоретические раз­

работки физики элементарных частиц, развитые как для вакуума, так и для

внешней активной среды.

Положения, выносимые на защиту:
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1. Впервые исследованы возможные резонансные эффекты в древесных двух­

вершинных амплитудах для переходов 𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′ в постоянном однород­

ном магнитном поле и в присутствии замагниченной плазмы, где 𝑓 и 𝑓 ′ –

начальный и конечный фермионы, находящиеся на произвольных уровнях

Ландау, 𝑗 и 𝑗′ – обобщенные токи скалярного, псевдоскалярного, векторно­

го или аксиального типов. Показано, что в области резонанса амплитуды

реакции 𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′ однозначно выражаются через амплитуды процессов

𝑗𝑓 → 𝑓 и 𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′, содержащих промежуточное состояние 𝑓 .

2. Впервые вычислена нейтринная излучательная способность, обусловлен­

ная процессом 𝛾𝑒 → 𝑒𝜈𝜈 в холодной замагниченной плазме с учетом ре­

зонанса на виртуальном электроне, занимающем произвольный уровень

Ландау 𝑛. Впервые получен коэффициент поглощения фотона в процессе

резонансного рассеяния 𝛾𝑒 → 𝛾𝑒 в присутствии замагниченной плазмы,

результат представлен в простой аналитической форме, удобной для даль­

нейшего использования при решении задачи переноса излучения. Пока­

зано, что использование 𝛿-функциональной аппроксимации резонансных

пиков в области резонансов хорошо согласуется с соответствующими в

литературе результатами, полученными громоздкими численными расче­

тами.

3. Найдены правила отбора по поляризациям для процесса расщепления фо­

тона 𝛾 → 𝛾𝛾 в холодной почти вырожденной плазме и в сильном маг­

нитном поле с учётом вклада позитрония. Для разрешённых каналов рас­

щепления фотона вычислены парциальные вероятности процесса с учётом

влияния замагниченной холодной плазмы и позитрония в дисперсию и пе­

ренормировку волновых функций фотонов. Полученные результаты пока­

зывают, что вклады плазмы и позитрония, с одной стороны, существен­

ным образом изменяют правила отбора по поляризациям по сравнению

со случаем чистого магнитного поля. В частности, становится возмож­
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ным новый канал расщепления 𝛾2 → 𝛾1𝛾1. С другой стороны, вероятность

расщепления по каналам 𝛾1 → 𝛾1𝛾2 и 𝛾1 → 𝛾2𝛾2 оказалась подавлена по

сравнению со случаем замагниченного вакуума.

Представленные результаты являются оригинальными и новыми.

Степень достоверности и апробация результатов. Основные резуль­

таты диссертации докладывались лично автором на следующих российских и

международных конференциях и семинарах:

1. Международная сессия-конференция Секции ЯФОФН РАН «Физика фун­

даментальных взаимодействий» (г. Дубна, 2016)

2. XIV Конференция молодых учёных «Фундаментальные и прикладные кос­

мические исследования» (г. Москва, 2017)

3. The XXIII International Workshop «High Energy Physics and Quantum Field

Theory» (г. Ярославль, 2017)

4. XXth International Seminar on High Energy Physics «Quarks-2018» (г. Вал­

дай, 2018)

Автор докладывал результаты исследований на научных семинарах Институ­

та ядерных исследований РАН и кафедры теоретической физики ЯрГУ им.

П. Г. Демидова.

Публикации.

Всего по теме диссертации опубликовано 8 работ [106–113], из них 6 [106,

108, 110–113] – в рецензируемых международных и российских журналах, ре­

комендованных ВАК для публикации результатов кандидатских и докторских

диссертаций и включенных в индексы цитирования Scopus и Web of Science.

Личный вклад автора.

1. Автором вычислены амплитуды обобщенного комптоноподобного процес­

са 𝑗𝑓 → 𝑗′𝑓 ′ в постоянном однородном магнитном поле в резонансном

случае.
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2. Автором вычислена нейтринная излучательная способность, обусловлен­

ная комптоноподобным процессом фоторождения нейтрино, 𝛾𝑒 → 𝑒𝜈𝜈, в

холодной замагниченной плазме с учетом резонанса на виртуальном элек­

троне, занимающем произвольный уровень Ландау n.

3. Автором получены коэффициент поглощения фотона в процессе 𝛾𝑒 →
𝛾𝑒 при резонансе на виртуальном электроне в приближении 𝛿-образного

пика.

4. Автором определены правила отбора по поляризациям и вычислены веро­

ятности процесса 𝛾 → 𝛾𝛾 в разрешённых каналах в присутствии холодной

почти вырожденной плазмы и в сильном магнитном поле с учётом влия­

ния позитрония.

Структура и объем диссертации. Настоящая диссертация посвяще­

на изучению квантовых процессов с учётом резонансных эффектов и влияния

внешней активной среды на кинематику и дисперсию частиц. Диссертация со­

стоит из введения, трёх глав, заключения, двух приложений и списка литера­

туры.

В первой главе вычисляются амплитуды для обобщённого процесса рассе­

яния 𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′, где 𝑓 и 𝑓 ′ – начальный и конечный фермионы, находящиеся на

произвольных уровнях Ландау, 𝑗 и 𝑗 ′ – обобщённые токи скалярного, псевдоска­

лярного, векторного или аксиального типов, в постоянном однородном магнит­

ном поле в древесном приближении в резонансном и нерезонансном случаях.

Результаты представлены в явном калибровочно- и лоренц-инвариантном виде.

Для нерезонансного рассеяния рассмотрены частные случаи сильного магнит­

ного поля, когда все реальные фермионы занимают основной уровень Ландау,

и когерентного рассеяния тока 𝑗 «вперед» без изменения состояний фермионов.

Последний результат позволяет обобщить имеющиеся в литературе выражения

для амплитуд перехода 𝑗 → 𝑓𝑓 → 𝑗′ в магнитном поле на случай произвольно

замагниченной плазмы.
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Во второй главе вычисляются нейтринная светимость за счёт резонансного

процесса 𝑒𝛾 → 𝑒𝜈𝜈 в плотной замагниченной среде и коэффициент поглощения

фотона в реакции резонансного рассеяния 𝑒𝛾 → 𝑒𝛾 в приближении 𝛿-образного

резонансного пика.

В третьей главе рассмотрен процесс расщепления фотона, 𝛾 → 𝛾𝛾, в при­

сутствии холодной почти вырожденной плазмы и сильного магнитного поля

с учётом влияния позитрония. В ней получены модифицированные правила

отбора по поляризациям и парциальные вероятности процесса в каждом разре­

шённом канале.

В Заключении сформулированы основные результаты диссертации.

В Приложении А приведены величины ℛ𝑠 ′𝑠
𝑘 ′𝑘, входящие в выражения для

обобщенных амплитуд процесса 𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′ с токами 𝑗 и 𝑗 ′ скалярного, псевдо­

скалярного, векторного или аксиального типов.

В Приложении Б приводится вычисление амплитуд процесса расщепления

фотона в присутствии замагниченной плазмы.
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Основные обозначения, используемые в диссертации

Используется 4-метрика с сигнатурой (+ – – –), а также естественная си­

стема единиц ~ = 1, 𝑐 = 1, 𝑘𝐵 = 1.

Элементарный заряд: 𝑒 = |𝑒|, заряд фермиона: 𝑒𝑓 . Масса фермиона: 𝑚𝑓 ,

масса электрона: 𝑚. Постоянная тонкой структуры: 𝛼, константа Ферми: 𝐺𝐹 .

Тензор внешнего поля: 𝐹𝛼𝛽, дуальный тензор: 𝐹𝛼𝛽 = 1
2𝜀𝛼𝛽𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈.

Обезразмеренный тензор внешнего магнитного поля: 𝜙𝛼𝛽 = 𝐹𝛼𝛽/𝐵, дуаль­

ный обезразмеренный тензор: 𝜙𝛼𝛽 = 1
2𝜀𝛼𝛽𝜇𝜈𝜙

𝜇𝜈.

У 4-векторов и тензоров, стоящих внутри круглых скобок, тензорные ин­

дексы полагаются свернутыми последовательно, например:

(𝑝𝐹𝐹𝑝) = 𝑝𝛼𝐹𝛼𝛽𝐹
𝛽𝛿𝑝𝛿; (𝐹𝐹𝑝)𝛼 = 𝐹𝛼𝛽𝐹

𝛽𝛿𝑝𝛿; (𝐹𝐹 ) = 𝐹𝛼𝛽𝐹
𝛽𝛼.

Безразмерные тензоры Λ𝛼𝛽 = (𝜙𝜙)𝛼𝛽, ̃︀Λ𝛼𝛽 = (𝜙𝜙)𝛼𝛽 связаны соотношени­

ем ̃︀Λ𝛼𝛽 − Λ𝛼𝛽 = 𝑔𝛼𝛽.

В системе отсчета, где имеется только магнитное поле B, направленное

вдоль третьей оси, 4-векторы с индексами ⊥ и ‖ относятся к подпространствам
Евклида {1, 2} и Минковского {0, 3} соответственно. При этом

Λ𝛼𝛽 = diag(0, 1, 1, 0), ̃︀Λ𝛼𝛽 = diag(1, 0, 0,−1).

Для произвольных векторов 𝑝𝜇, 𝑞𝜇 имеем:

𝑝𝜇⊥ = (0, 𝑝1, 𝑝2, 0), 𝑝𝜇‖ = (𝑝0, 0, 0, 𝑝3),

(𝑝𝑞)⊥ = (𝑝Λ𝑞) = 𝑝1𝑞1 + 𝑝2𝑞2, (𝑝𝑞)‖ = (𝑝̃︀Λ𝑞) = 𝑝0𝑞0 − 𝑝3𝑞3.

Используется стандартное представление матриц Дирака [114], при этом

матрица 𝛾5 определяется следующим образом:

𝛾5 = −i𝛾0𝛾1𝛾2𝛾3 .

Остальные обозначения те же, что приняты в книге [114].
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Глава 1

Обобщённые комптоноподобные процессы

рассеяния в замагниченной среде с учётом

возможного резонанса на виртуальном электроне

1.1. Введение

Как отмечалось во Введении данной диссертации, исследование одно- и

двухвершинных процессов во внешней активной среде (электромагнитном поле

и/или плазме) имеет довольно длинную историю. Так, в работе [115] были полу­

чены наиболее общие выражения для двухвершинных однопетлевых амплитуд

вида 𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′ в постоянном однородном магнитном поле и скрещенном поле

для различных комбинаций вершин скалярного, псевдоскалярного, векторного

и аксиально-векторного типов.

Представляет интерес получение в древесном приближении двухвершин­

ных амплитуд для рассеяния типа 𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′ в постоянном однородном маг­

нитном поле и в присутствии заряженной плазмы, состоящей из фермионов,

для различных комбинаций вершин скалярного, псевдоскалярного, векторно­

го и аксиально-векторного типов, которые были рассмотрены в работе [115],

и, в частности, обобщить её результаты на случай замагниченной плазмы, по­

скольку такая ситуация выглядит наиболее реалистичной в приложении к раз­

личным моделям астрофизических объектов. Одно из таких обобщений было

сделано в работе [116] для поляризационного оператора фотона в замагничен­

ной электрон-позитронной плазме. Следует отметить, что подобного обобще­

ния для одновершинных процессов, несмотря на непрекращающиеся исследова­

ния [26, 117–121], по-видимому, ранее не проводилось. Кроме того, результаты

этих обобщений можно дополнить, если учесть также возможность проявления
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резонанса на виртуальном фермионе в процессе 𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′. Заметим, что резо­

нанс подобного типа для электродинамического процесса с двумя векторными

вершинами, 𝛾𝑒 → 𝛾𝑒, в настоящее время представляет огромный интерес для

астрофизических приложений к задаче формирования спектров излучения в

магнитосферах нейтронных звезд [83, 84]. В этих работах исследование резо­

нанса в реакции 𝛾𝑒→ 𝛾𝑒 проводилось в случае конечной ширины резонансных

пиков, что представляет собой достаточно громоздкую вычислительную зада­

чу. С другой стороны, использование 𝛿-функциональной аппроксимации пиков

может не только значительно упростить вычисления, но и позволяет также рас­

смотреть резонансы в реакциях общего вида 𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′.

Основные результаты этой главы были опубликованы в работах [106–108].

1.2. Вычисление амплитуды реакций вида 𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′

Для анализа обобщённых амплитуд рассеяния 𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′ мы будем исполь­

зовать эффективный локальный лагранжиан взаимодействия токов 𝑗 с ферми­

онами 𝑓 в следующей форме:

ℒ(𝑋) =
∑︁
𝑘

𝑔𝑘[Ψ̄𝑓(𝑥)Γ𝑘Ψ𝑓(𝑥)]𝐽𝑘(𝑥), (1.1)

где индекс 𝑘 = 𝑆, 𝑃, 𝑉,𝐴 соответствует матрицам Γ𝑘, Γ𝑆 = 1, Γ𝑃 = 𝛾5, Γ𝑉 =

𝛾𝛼, Γ𝐴 = 𝛾𝛼𝛾5, 𝐽𝑘(𝑥) – операторы обобщённых токов (𝐽𝑆, 𝐽𝑃 , 𝐽𝑉 𝛼 или 𝐽𝐴𝛼), 𝑔𝑘 –

соответствующие константы взаимодействия и Ψ𝑓(𝑥) – операторы фермионного

поля.

Используя лагранжиан (1.1), можно описать широкий класс взаимодей­

ствий. Например, полагая в (1.1) 𝑘 = 𝑉 , 𝑔𝑉 = −𝑒𝑓 , Γ𝑉 𝐽𝑉 = 𝛾𝛼𝐴𝛼, где 𝐴𝛼 –

потенциал поля фотонов, получим лагранжиан электромагнитного взаимодей­

ствия:

ℒ𝑒𝑚(𝑋) = − 𝑒𝑓 [Ψ̄𝑓(𝑋)𝛾𝛼𝐴𝛼(𝑋)Ψ𝑓(𝑋)] . (1.2)
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При подстановках в (1.1) 𝑘 = 𝑉,𝐴, 𝑔𝑉 = 𝐺𝐹𝐶𝑉 /
√
2 и 𝑔𝐴 = 𝐺𝐹𝐶𝐴/

√
2, получим

эффективный локальный лагранжиан четырёхфермионного слабого взаимодей­

ствия:

ℒ𝑤(𝑋) =
𝐺𝐹√
2

[︀
Ψ̄𝑓(𝑋)𝛾𝛼(𝐶𝑉 + 𝐶𝐴𝛾5)Ψ𝑓(𝑋)

]︀
𝐽𝛼 , (1.3)

где 𝐽𝛼 = 𝜈(𝑋)𝛾𝛼(1+𝛾5)𝜈(𝑋) – ток нейтрино, 𝐶𝑉 = ±1/2+2 sin2Θ𝑊 , 𝐶𝐴 = ±1/2,

Θ𝑊 – угол Вайнберга (sin2Θ𝑊 ≃ 0.231), 𝐺𝐹 ≃ 1.166× 10−5 ГэВ−2 – постоянная

Ферми, верхний знак соответствует случаю, когда аромат нейтрино совпадает

с ароматом фермиона (𝜈 = 𝜈𝑓), нижний – случаю, когда нейтрино и фермион

имеют разные ароматы (𝜈 ̸= 𝜈𝑓).

Рис. 1.1. Диаграммы Фейнмана для реакции 𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′. Двойные линии означают, что влия­

ние внешнего поля на начальное и конечное состояния фермионов, а также на фермионный

пропагатор, учтено точно.

В общем случае, исходя из лагранжиана (1.1), 𝒮-матричный элемент про­

цесса 𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′, который в древесном приближении описывается диаграммами

Фейнмана, изображёнными на рис. 1.1, может быть представлен в виде:

𝒮𝑠 ′𝑠
𝑘 ′𝑘 = −𝑔𝑘𝑔𝑘′

∫︁
d4𝑋d4𝑌 ⟨𝐽𝑘(𝑋)𝐽𝑘′(𝑌 )⟩ × (1.4)

×
[︁
Ψ̄𝑠′

𝑝′,ℓ′(𝑌 )Γ𝑘′𝑆(𝑌,𝑋)Γ𝑘Ψ
𝑠
𝑝,ℓ(𝑋)

]︁
+ (𝐽𝑘,Γ𝑘 ↔ 𝐽𝑘′,Γ𝑘′) .

Здесь 𝑝𝜇 = (𝐸ℓ,p) и 𝑝
′𝜇 = (𝐸 ′

ℓ′,p
′) – четырёхмерные векторы энергии-импульса

начального и конечного фермионов, находящихся на уровнях Ландау ℓ и ℓ′ со­

ответственно, Ψ𝑠
𝑝,ℓ(𝑋) – волновые функции фермионов в присутствии внешнего

магнитного поля, 𝑆(𝑌,𝑋) – пропагатор фермиона в магнитном поле, индексы
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𝑠 и 𝑠′ обозначают поляризационные состояния начального и конечного фер­

мионов соответственно, токи между угловыми скобками обозначают матрич­

ный элемент между соответствующими начальным и конечным состояниями,

⟨𝐽𝑘(𝑋)𝐽𝑘′(𝑌 )⟩ = 𝑗𝑘(𝑋)𝑗𝑘′(𝑌 ), 𝑋𝜇 = (𝑋0, 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3), 𝑌
𝜇 = (𝑌0, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌3).

Токи 𝑗𝑘(𝑋) и 𝑗𝑘′(𝑌 ), в свою очередь, могут быть представлены в виде

плосковолновых решений с амплитудами 𝑗𝑘(𝑞) и 𝑗
′
𝑘′(𝑞

′) следующим образом:

𝑗𝑘(𝑋) =
𝑒−i(𝑞𝑋)

√
2𝑞0𝑉

𝑗𝑘(𝑞) , 𝑞𝛼 = (𝑞0, 𝑞) , (1.5)

𝑗𝑘′(𝑌 ) =
𝑒i(𝑞

′𝑌 )√︀
2𝑞′0𝑉

𝑗 ′𝑘′(𝑞
′) , 𝑞′𝛼 = (𝑞′0, 𝑞

′) , (1.6)

где 𝑉 = 𝐿𝑥𝐿𝑦𝐿𝑧 – нормировочный объем.

Существует несколько возможных способов построения волновых функций

фермионов в присутствии внешнего магнитного поля из уравнения Дирака. Наи­

более часто используются волновые функции в представлении, в котором они

были получены Джонсоном и Липпманом [122]. Они применялись в работах ав­

торов (см., например [122–128], а также [26, 27]). В этом представлении решения

уравнения Дирака находятся как собственные функции оператора обобщённой

спиральности, 𝑇0 = 1
𝑚𝑓

(Σ(−i∇ − 𝑒𝑓A)). Здесь Σ = −𝛾0𝛾𝛾5. При этом выборе

решений уравнения Дирака две верхние компоненты биспиноров соответству­

ют состояниям фермиона с проекцией спина на направление магнитного поля,

равной 1/2 и −1/2.

Однако при расчётах конкретных характеристик процессов с двумя и более

вершинами во внешнем магнитном поле, таких как сечение, ширина, коэффици­

енты поглощения и т.д., этот набор собственных функций оператора Гамильтона

является не самым удобным по причине значительных вычислительных слож­

ностей, а именно: модуль амплитуды возводится в квадрат с учетом вклада

всех диаграмм, суммирования и усреднения по поляризационным состояниям

фермионов, вычисления следов от произведений биспиноров и матриц Дирака.
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Поэтому более предпочтительным является нахождение парциальных вкладов

в амплитуду каждого поляризационного состояния частиц для каждой ампли­

туды в отдельности путем произведения биспиноров и матриц Дирака. Однако

вычисленные парциальные вклады в амплитуду с применением волновых функ­

ций с фиксированным значением проекции спина не обладают лоренц-инвари­

антной структурой при преобразованиях вдоль магнитного поля. Инвариантом

будет только квадрат модуля амплитуды, просуммированный по поляризациям

фермионов.

Инвариантность парциальных вкладов в амплитуду, с точностью до оди­

наковой для всех диаграмм комплексной фазы, достигается использованием

другого набора решений уравнения Дирака, являющихся собственными функ­

циями для ковариантного оператора �̂�𝑧. Его можно получить непосредственно

из введённого в работе [124] обобщённого оператора спина, являющегося тен­

зором третьего ранга, который можно записать в координатном представлении

следующим образом:

F𝜇𝜈𝜆 = − i

2
(𝑃𝜆𝛾0𝜎𝜇𝜈 + 𝛾0𝜎𝜇𝜈𝑃𝜆) , (1.7)

где 𝜎𝜇𝜈 = (𝛾𝜇𝛾𝜈 − 𝛾𝜈𝛾𝜇)/2, и 𝑃𝜆 = i𝜕𝜆 − 𝑒𝑓 𝐴𝜆 = (i𝜕0 − 𝑒𝑓 𝐴0 ,−i∇− 𝑒𝑓A) – опе­

ратор обобщённого 4-импульса с 4-потенциалом внешнего магнитного поля 𝐴𝜆.

Заметим, что в работе [124] ковариантные билинейные формы были построены

из матриц Дирака в обкладках биспиноров 𝜓† и 𝜓, тогда как в современной ли­

тературе (см., например [129]) билинейные формы строятся из матриц Дирака

в обкладках биспиноров 𝜓 и 𝜓.

При учёте того, что в представлении Шрёдингера уравнение Дирака имеет

вид: i𝜕0𝜓 = 𝐻𝜓, где 𝐻 = 𝛾0 (𝛾𝑃 ) + 𝑚𝑓 𝛾0 + 𝑒𝐴0 – гамильтониан Дирака, из

пространственных компонент F𝜇𝜈0 оператора (1.7) можно построить следующий

векторный оператор:

�̂�𝑖 = −1

2
𝜀𝑖𝑗𝑘 F𝑗𝑘0 , (1.8)
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где 𝜀𝑖𝑗𝑘 – тензор Леви-Чивита. Построенный таким образом объект (1.8) имеет

смысл оператора поляризации [124, 125]. Его можно представить в виде:

�̂� = 𝑚𝑓Σ+ i𝛾0𝛾5[Σ× �̂� ] , (1.9)

где Σ = 𝛾0𝛾5𝛾 – трёхмерный оператор спина. В нерелятивистском пределе

оператор (1.9), отнесённый к квадрату массы фермиона: �̂�/𝑚2
𝑓 , переходит в

обычный оператор Паули для магнитного момента [130], который имеет явную

физическую интерпретацию.

Нетрудно показать, что компоненты оператора (1.9) коммутируют с га­

мильтонианом, т.е. 𝐻 и �̂�𝑧 имеют общие собственные функции. Следовательно,

можно построить волновые функции фермионов как собственные функции опе­

ратора �̂�𝑧 [124, 125]:

�̂�𝑧 = 𝑚𝑓Σ𝑧 + i𝛾0𝛾5[Σ× 𝑃 ]𝑧 , (1.10)

где 𝑃 = −i∇− 𝑒𝑓𝐴.

Они являются решениями уравнения

�̂�𝑧 Ψ
𝑠
𝑝,ℓ(𝑋) = 𝑠𝑀ℓΨ

𝑠
𝑝,ℓ(𝑋) , 𝑠 = ±1 (1.11)

с собственными значениями 𝑠𝑀ℓ, где 𝑀ℓ =
√︁
𝑚2

𝑓 + 2𝛽ℓ.

Удобно выбрать систему отсчета, в которой ось 𝑧 направлена вдоль индук­

ции магнитного поля, и калибровку Ландау, в которой 4-потенциал имеет вид

𝐴𝜆 = (0, 0, 𝑥𝐵, 0). Далее будут использоваться обозначения 𝛽 = |𝑒𝑓 |𝐵, а также
𝐸ℓ =

√︀
𝑀 2

ℓ + 𝑝2𝑧 для энергии фермиона в магнитном поле и 𝜂 = 𝑒𝑓/|𝑒𝑓 | для
знака заряда фермиона. В таком случае решения уравнения (1.11) принимают

вид:

Ψ𝑠
𝑝,ℓ(𝑋) =

e−i(𝐸ℓ𝑋0−𝑝𝑦𝑋2−𝑝𝑧𝑋3) 𝑈 𝑠
ℓ (𝜉)√︀

4𝐸ℓ𝑀ℓ(𝐸ℓ +𝑀ℓ)(𝑀ℓ +𝑚𝑓)𝐿𝑦𝐿𝑧

, (1.12)

Удобно представить биспиноры 𝑈 𝑠
ℓ (𝜉) в виде разложения по решениям для

положительного и отрицательного заряда фермиона следующим образом:

𝑈 𝑠
ℓ (𝜉) =

1− 𝜂

2
𝑈 𝑠
ℓ,−(𝜉) +

1 + 𝜂

2
𝑈 𝑠
ℓ,+(𝜉) , (1.13)
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где

𝑈−
ℓ,−(𝜉) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−i
√
2𝛽ℓ 𝑝𝑧𝑉ℓ−1(𝜉)

(𝐸ℓ +𝑀ℓ)(𝑀ℓ +𝑚𝑓)𝑉ℓ(𝜉)

−i
√
2𝛽ℓ(𝐸ℓ +𝑀ℓ)𝑉ℓ−1(𝜉)

−𝑝𝑧(𝑀ℓ +𝑚𝑓)𝑉ℓ(𝜉)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (1.14)

𝑈+
ℓ,−(𝜉) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(𝐸ℓ +𝑀ℓ)(𝑀ℓ +𝑚𝑓)𝑉ℓ−1(𝜉)

−i
√
2𝛽ℓ 𝑝𝑧𝑉ℓ(𝜉)

𝑝𝑧(𝑀ℓ +𝑚𝑓)𝑉ℓ−1(𝜉)

i
√
2𝛽ℓ(𝐸ℓ +𝑀ℓ)𝑉ℓ(𝜉)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (1.15)

𝑈−
ℓ,+(𝜉) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

i
√
2𝛽ℓ 𝑝𝑧𝑉ℓ(𝜉)

(𝐸ℓ +𝑀ℓ)(𝑀ℓ +𝑚𝑓)𝑉ℓ−1(𝜉)

i
√
2𝛽ℓ(𝐸ℓ +𝑀ℓ)𝑉ℓ(𝜉)

−𝑝𝑧(𝑀ℓ +𝑚𝑓)𝑉ℓ−1(𝜉)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (1.16)

𝑈+
ℓ,+(𝜉) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(𝐸ℓ +𝑀ℓ)(𝑀ℓ +𝑚𝑓)𝑉ℓ(𝜉)

i
√
2𝛽ℓ 𝑝𝑧𝑉ℓ−1(𝜉)

𝑝𝑧(𝑀ℓ +𝑚𝑓)𝑉ℓ(𝜉)

−i
√
2𝛽ℓ(𝐸ℓ +𝑀ℓ)𝑉ℓ−1(𝜉)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (1.17)

𝑉ℓ(𝜉) (ℓ = 0, 1, 2, . . . ) – нормированные функции гармонического осциллятора,

которые следующим образом выражаются через полиномы Эрмита 𝐻ℓ(𝜉) [131]:

𝑉ℓ(𝜉) =
𝛽1/4e−𝜉2/2√︀

2ℓℓ!
√
𝜋
𝐻ℓ(𝜉) , (1.18)

𝜉(𝑋1) =
√︀
𝛽

(︂
𝑋1 − 𝜂

𝑝𝑦
𝛽

)︂
.
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Для дальнейших вычислений удобно также ввести волновые функции

𝜑𝑠𝑝,ℓ(𝑋1) (индекс 𝑝 обозначает совокупность компонент импульса фермиона, 𝑝0,

𝑝𝑦, 𝑝𝑧), связанные с 𝑈
𝑠
ℓ (𝜉) следующим образом:

𝜑𝑠𝑝,ℓ(𝑋1) =
𝑈 𝑠
ℓ [𝜉(𝑋1)]√︀

2𝑀ℓ(𝐸ℓ +𝑀ℓ)(𝑀ℓ +𝑚𝑓)
. (1.19)

Для анализа возможных резонансных эффектов в процессах 𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′ мы

используем точный пропагатор фермиона в виде суммы по уровням Ландау [27,

132]. Он строится стандартным образом на основе полевых операторов:

Ψ(𝑋) =
∑︁

𝑛,𝑝𝑦,𝑝𝑧,𝑠

(𝑎𝑠𝑛,𝑝Ψ
𝑠
𝑛,𝑝,+(𝑋) + 𝑏†𝑠𝑛,𝑝Ψ

𝑠
𝑛,𝑝,−(𝑋)) , (1.20)

где 𝑎 – оператор уничтожения фермиона, 𝑏† – оператор рождения фермиона,

Ψ+ и Ψ− соответствуют решениям уравнения Дирака с положительной и отри­

цательной энергией соответственно. Пропагатор есть разность хронологически

упорядоченного и нормально упорядоченного произведения полевых операто­

ров:

𝑆(𝑋,𝑋 ′) = 𝑇 (Ψ(𝑋)Ψ̄(𝑋 ′))−𝑁(Ψ(𝑋)Ψ̄(𝑋 ′)). (1.21)

Результат удобно представить в следующем виде:

𝑆(𝑋,𝑋 ′) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑆𝑛(𝑋,𝑋
′) , (1.22)

где вклад 𝑛–го уровня Ландау может записан в форме:

𝑆𝑛(𝑋,𝑋
′) =

∑︁
𝑠=±1

𝑆𝑠
𝑛(𝑋,𝑋

′) , (1.23)

𝑆𝑠
𝑛(𝑋,𝑋

′) =

∫︁
d𝑝0d𝑝𝑦d𝑝𝑧

(2𝜋)3
e− i (𝑝 (𝑋−𝑋 ′))‖+i𝑝𝑦 (𝑋2−𝑋 ′

2)

𝑝2‖ −𝑀 2
𝑛 −ℜ𝑠

Σ(𝑝) + iℑ𝑠
Σ(𝑝)

𝜑𝑠𝑝,𝑛(𝑋1)𝜑
𝑠
𝑝,𝑛(𝑋

′
1) . (1.24)

Возникающие в знаменателе пропагатора (1.24) реальная ℜ𝑠
Σ(𝑝) и мнимая

ℑ𝑠
Σ(𝑝) части собственного значения массового оператора фермиона, соответству­

ющие поляризационному состоянию 𝑠, есть результат вычисления радиацион­

ных поправок к массе фермиона в замагниченной плазме. Мнимая часть ℑ𝑠
Σ(𝑝)
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может быть получена с помощью оптической теоремы и представлена в следу­

ющем виде [133, 134]:

ℑ𝑠
Σ(𝑝) = −1

2
𝑝0 Γ

𝑠
𝑛 , (1.25)

где Γ𝑠
𝑛 – полная ширина поглощения фермиона, находящегося в поляризацион­

ном состоянии 𝑠 и занимающего 𝑛-й уровень Ландау.

Реальная часть массового оператораℛ𝑠
Σ(𝑝) определяет изменение (по срав­

нению с вакуумным) закона дисперсии фермиона в присутствии замагниченной

плазмы. В слабых магнитных полях, 𝐵 ≪ 𝐵𝑒, она определяется отношени­

ем [135]:

ℜ𝑠
Σ(𝑝) =

4𝛼𝑚𝑓

3𝜋
κ2

[︂
lnκ−1 + 𝐶 +

1

2
ln 3− 33

16

]︂
, κ ≪ 1, (1.26)

где 𝐶 = 0.577... - постоянная Эйлера, динамический параметр κ вводится сле­

дующим образом:

κ =
1

𝑚𝑓𝐵𝑒
[−(𝐹𝜇𝜈𝑝𝜈)

2]1/2. (1.27)

В сильных магнитных полях, 𝐵 & 𝐵𝑒, сдвиг массы фермиона в основном

состоянии описывается дважды логарифмической асимптотикой [136]:

ℜ𝑠
Σ(𝑝) =

𝛼

4𝜋
𝑚𝑓 ln

2(2𝛽). (1.28)

Из (1.26) и (1.28) следует, что как в слабых, так и в относительно сильных

(𝐵𝑒 . 𝐵 . 1016 Гс) магнитных полях поправка к массе фермиона, обусловлен­

ная вкладом ℜ𝑠
Σ(𝑝), оказывается несущественной [26, 126].

С учётом этих замечаний, подставляя решения (1.12), фурье-образы то­

ков (1.5), пропагатор (1.22) - (1.24) в (1.4) и интегрируя по d𝑋0 d𝑋2 d𝑋3 и

d𝑌0 d𝑌2 d𝑌3, матричный элемент можно записать в следующем виде:

𝒮𝑠 ′𝑠
𝑘 ′𝑘 =

i(2𝜋)3𝛿
(3)
0,𝑦,𝑧(𝑃 − 𝑝 ′ − 𝑞 ′)√︀

2𝑞0𝑉 2𝑞 ′0𝑉 2𝐸ℓ𝐿𝑦𝐿𝑧2𝐸 ′
ℓ′𝐿𝑦𝐿𝑧

ℳ𝑠 ′𝑠
𝑘 ′𝑘 , (1.29)
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ℳ𝑠 ′𝑠
𝑘 ′𝑘 ≃ i𝑔𝑘𝑔𝑘′𝑗

′
𝑘′(𝑞

′)𝑗𝑘(𝑞)
∞∑︁
𝑛=0

∑︁
𝑠′′=±1

∫︁
d𝑋1d𝑌1e

−i𝑋1𝑞𝑥+i𝑌1𝑞
′
𝑥 × (1.30)

×
𝜑𝑠

′
𝑝′,ℓ′(𝑌1)Γ𝑘′𝜑

𝑠′′
𝑃,𝑛(𝑌1)𝜑

𝑠′′
𝑃,𝑛(𝑋1)Γ𝑘𝜑

𝑠
𝑝,ℓ(𝑋1)

𝑃 2
‖ −𝑀 2

𝑛 + iℑ𝑠′′
Σ (𝑃 )

+

+(𝑗𝑘(𝑞),Γ𝑘, 𝑃, 𝑞 ↔ 𝑗 ′𝑘′(𝑞
′),Γ𝑘′, 𝑃

′,−𝑞′) ,

где введены обозначения 𝑃𝛼 = (𝑝+ 𝑞)𝛼, 𝑃
′
𝛼 = (𝑝− 𝑞′)𝛼, 𝛼 = 0, 2, 3, 𝛿

(3)
0,𝑦,𝑧(𝑃 − 𝑝 ′−

𝑞 ′) = 𝛿(𝑃0 − 𝑝 ′
0 − 𝑞 ′0) 𝛿(𝑃𝑦 − 𝑝 ′

𝑦 − 𝑞 ′𝑦) 𝛿(𝑃𝑧 − 𝑝 ′
𝑧 − 𝑞 ′𝑧).

Анализ амплитуды (1.30) позволяет выделить две возможные ситуации,

которые рассмотрены в разделах 1.3 и 1.4.

1.3. Выражения для амплитуд процессов 𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′ вне

резонанса

При ℓ, ℓ ′ > 𝑛 реальная часть знаменателя 𝑃 2
‖ −𝑀 2

𝑛 в (1.30) не обращается

в ноль, что указывает на невозможность реализации резонанса на виртуальном

фермионе. В этом случае, после интегрирования выражения (1.30) по d𝑋1 и

d𝑌1 и вычисления произведения биспиноров и матриц Дирака, парциальная

амплитуда может быть представлена в виде:

ℳ𝑠 ′𝑠
𝑘 ′𝑘 =

− exp [−i𝜃]

2
√︀
𝑀ℓ𝑀ℓ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

× (1.31)

{︂
exp

[︂
i(𝑞𝜙𝑞 ′)

2𝛽

]︂ [︃
𝑞𝑦 + i𝑞𝑥√︀

𝑞2⊥

]︃−ℓ [︃
𝑞 ′𝑦 − i𝑞 ′𝑥√︀

𝑞 ′2⊥

]︃−ℓ′

×

∞∑︁
𝑛=0

(︃
(𝑞Λ𝑞 ′)− i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀

𝑞2⊥𝑞
′2
⊥

)︃𝑛
ℛ(1)𝑠 ′𝑠

𝑘 ′𝑘

𝑃 2
‖ −𝑚2

𝑓 − 2𝛽𝑛
+

(−1)ℓ+ℓ′ exp

[︂
− i(𝑞𝜙𝑞 ′)

2𝛽

]︂ [︃
𝑞 ′𝑦 + i𝑞 ′𝑥√︀

𝑞 ′2⊥

]︃−ℓ [︃
𝑞𝑦 − i𝑞𝑥√︀

𝑞2⊥

]︃−ℓ′

×
∞∑︁
𝑛=0

(︃
(𝑞Λ𝑞 ′) + i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀

𝑞2⊥𝑞
′2
⊥

)︃𝑛
ℛ(2)𝑠 ′𝑠

𝑘𝑘 ′

𝑃 ′2
‖ −𝑚2

𝑓 − 2𝛽𝑛

}︂
,
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где 𝜃 = (𝑞𝑥 − 𝑞′𝑥)(𝑝𝑦 + 𝑝′𝑦)/(2𝛽) – общая фаза для обеих диаграмм (см. рис. 1.1).

Величины ℛ(1,2)𝑠 ′𝑠
𝑘 ′𝑘 выражаются через следующие лоренц-коварианты:

𝒦1𝛼 =

√︃
2

(𝑝̃︀Λ𝑝 ′′) +𝑀ℓ𝑀𝑛

{︁
𝑀ℓ(̃︀Λ𝑝 ′′)𝛼 +𝑀𝑛(̃︀Λ𝑝)𝛼}︁ , (1.32)

𝒦2𝛼 =

√︃
2

(𝑝̃︀Λ𝑝 ′′) +𝑀ℓ𝑀𝑛

= {𝑀ℓ(̃︀𝜙𝑝 ′′)𝛼 +𝑀𝑛(̃︀𝜙𝑝)𝛼} , (1.33)

и лоренц-инварианты в подпространстве {0,3}:

𝒦3 =

√︂
2
[︁
(𝑝̃︀Λ𝑝 ′′) +𝑀ℓ𝑀𝑛

]︁
, (1.34)

𝒦4 = −
√︃

2

(𝑝̃︀Λ𝑝 ′′) +𝑀ℓ𝑀𝑛

(𝑝̃︀𝜙𝑝 ′′) . (1.35)

При вычислениях было использовано значение интеграла [131]:

1√
𝜋

∫︁
d𝑍 e−𝑍2

𝐻𝑛

(︂
𝑍 +

𝑞𝑦 + i𝑞𝑥

2
√
𝛽

)︂
𝐻ℓ

(︂
𝑍 − 𝑞𝑦 − i𝑞𝑥

2
√
𝛽

)︂
= (1.36)

= 2(𝑛+ℓ)/2
√
𝑛! ℓ!

[︃
𝑞𝑦 + i𝑞𝑥√︀

𝑞2⊥

]︃𝑛−ℓ

e𝑞
2
⊥/(4𝛽)ℐ𝑛,ℓ

(︂
𝑞2⊥
2𝛽

)︂
,

где для 𝑛 > ℓ

ℐ𝑛,ℓ(𝑥) =
√︂
ℓ!

𝑛!
e−𝑥/2𝑥(𝑛−ℓ)/2𝐿𝑛−ℓ

ℓ (𝑥) ,

ℐℓ,𝑛(𝑥) = (−1)𝑛−ℓℐ𝑛,ℓ(𝑥) , (1.37)

и 𝐿𝑘
𝑛(𝑥) – обобщенные полиномы Лагерра [131].

В приложении А представлен полный набор значенийℛ(1,2)𝑠 ′𝑠
𝑘 ′𝑘 для комбина­

ций вершин скалярного, псевдоскалярного, векторного и аксиально-векторного

типов.

1.3.1. Основной уровень Ландау

Полученные в предыдущем разделе обобщённые амплитуды рассеяния

𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′ для нерезонансного случая могут быть существенно упрощены в
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пределе сильного поля, когда наибольшим физическим параметром является

индукция магнитного поля:
√
𝛽 ≫ 𝜔, 𝐸. В этом случае следует положить

ℓ, ℓ ′ = 0, 𝑠 = 𝑠′ = −1, 𝑀ℓ =𝑀ℓ′ = 𝑚𝑓 и

ℐ𝑛,0(𝑥) =
1√
𝑛!

e−𝑥/2𝑥𝑛/2 , ℐ𝑛−1,0(𝑥) =

√︂
𝑛

𝑥
ℐ𝑛,0(𝑥) . (1.38)

Вводя обозначение ℛ(1,2)−−
𝑘 ′𝑘 ≡ (2𝑚𝑓)

2𝑅
(1,2)
𝑘 ′𝑘 мы получим следующие выражения

для амплитуд (1.32) с вершинами скалярного, псевдоскалярного, векторного

или аксиального типов

ℳ−−
𝑘 ′𝑘 = − exp [−i𝜃] exp

[︂
−𝑞

2
⊥ + 𝑞 ′2⊥
4𝛽

]︂ ∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
× (1.39)

×
{︂
exp

[︂
i(𝑞𝜙𝑞 ′)

2𝛽

]︂ (︂
(𝑞Λ𝑞 ′)− i(𝑞𝜙𝑞 ′)

2𝛽

)︂𝑛 𝑅
(1)
𝑘 ′𝑘

𝑃 2
‖ −𝑚2

𝑓 − 2𝛽𝑛
+

+exp

[︂
− i(𝑞𝜙𝑞 ′)

2𝛽

]︂(︂
(𝑞Λ𝑞 ′) + i(𝑞𝜙𝑞 ′)

2𝛽

)︂𝑛 𝑅
(2)
𝑘𝑘 ′

𝑃 ′ 2
‖ −𝑚2

𝑓 − 2𝛽𝑛

}︂
,

где

𝑅
(1)
𝑆𝑆 = 𝑔𝑆𝑔

′
𝑆𝑗𝑆𝑗

′
𝑆 [(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦3] ; (1.40)

𝑅
(2)
𝑆𝑆 = 𝑅

(1)
𝑆𝑆(𝑞 ↔ −𝑞 ′) ; (1.41)

𝑅
(1)
𝑃𝑆 = −𝑔𝑆𝑔 ′

𝑃 𝑗𝑆𝑗
′
𝑃 [(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓𝒦4] ; (1.42)

𝑅
(2)
𝑆𝑃 = 𝑔𝑆𝑔

′
𝑃 𝑗𝑆𝑗

′
𝑃 [(𝒦2𝑃

′) +𝑚𝑓𝒦4] ; (1.43)

𝑅
(1)
𝑉 𝑆 = 𝑔𝑆𝑔

′
𝑉 𝑗𝑆

{︂
(𝑃 Λ̃𝑗 ′𝑉 )𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′𝑉 )𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦1𝑗

′
𝑉 )−

−2𝛽𝑛

𝑞 ′2⊥
[(𝑞 ′Λ𝑗 ′𝑉 )− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′𝑉 )]𝒦3

}︂
; (1.44)

𝑅
(2)
𝑆𝑉 = 𝑔𝑆𝑔

′
𝑉 𝑗𝑆

{︂
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′𝑉 )𝒦3 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′𝑉 )𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦1𝑗

′
𝑉 ) +

+
2𝛽𝑛

𝑞 ′2⊥
[(𝑞 ′Λ𝑗 ′𝑉 ) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′𝑉 )]𝒦3

}︂
; (1.45)
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𝑅
(1)
𝐴𝑆 = −𝑔𝑆𝑔 ′

𝐴𝑗𝑆

{︂
(𝑃 Λ̃𝑗 ′𝐴)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′𝐴)𝒦3 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗

′
𝐴)−

−2𝛽𝑛

𝑞 ′2⊥
[(𝑞 ′Λ𝑗 ′𝐴)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′𝐴)]𝒦4

}︂
; (1.46)

𝑅
(2)
𝑆𝐴 = −𝑔𝑆𝑔 ′

𝐴𝑗𝑆

{︂
(𝑃 ′𝜙𝑗 ′𝐴)𝒦3 − (𝑃 ′Λ̃𝑗 ′𝐴)𝒦4 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗

′
𝐴)−

−2𝛽𝑛

𝑞 ′2⊥
[(𝑞 ′Λ𝑗 ′𝐴) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′𝐴)]𝒦4

}︂
; (1.47)

𝑅
(1)
𝑃𝑃 = −𝑔𝑃𝑔 ′

𝑃 𝑗𝑃 𝑗
′
𝑃 [(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓𝒦3] ; (1.48)

𝑅
(2)
𝑃𝑃 = 𝑅

(1)
𝑃𝑃 (𝑞 ↔ −𝑞 ′) ; (1.49)

𝑅
(1)
𝑉 𝑃 = 𝑔𝑃𝑔

′
𝑉 𝑗𝑃

{︂
(𝑃 Λ̃𝑗 ′𝑉 )𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′𝑉 )𝒦3 +𝑚𝑓(𝒦2𝑗

′
𝑉 )−

−2𝛽𝑛

𝑞 ′2⊥
[(𝑞 ′Λ𝑗 ′𝑉 )− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′𝑉 )]𝒦4

}︂
(1.50)

𝑅
(2)
𝑃𝑉 = −𝑔𝑃𝑔 ′

𝑉 𝑗𝑃

{︂
(𝑃 ′𝜙𝑗 ′𝑉 )𝒦3 − (𝑃 ′Λ̃𝑗 ′𝑉 )𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦2𝑗

′
𝑉 )−

−2𝛽𝑛

𝑞 ′2⊥
[(𝑞 ′Λ𝑗 ′𝑉 ) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′𝑉 )]𝒦4

}︂
; (1.51)

𝑅
(1)
𝐴𝑃 = −𝑔𝑃𝑔 ′

𝐴𝑗𝑃

{︂
(𝑃 Λ̃𝑗 ′𝐴)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′𝐴)𝒦4 −𝑚𝑓(𝒦1𝑗

′
𝐴)−

−2𝛽𝑛

𝑞 ′2⊥
[(𝑞 ′Λ𝑗 ′𝐴)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′𝐴)]𝒦3

}︂
; (1.52)

𝑅
(2)
𝑃𝐴 = 𝑔𝑃𝑔

′
𝐴𝑗𝑃

{︂
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′𝐴)𝒦3 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′𝐴)𝒦4 −𝑚𝑓(𝒦1𝑗

′
𝐴) +

+
2𝛽𝑛

𝑞 ′2⊥
[(𝑞 ′Λ𝑗 ′𝐴) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′𝐴)]𝒦3

}︂
; (1.53)
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𝑅
(1)
𝑉 𝑉 = 𝑔𝑉 𝑔

′
𝑉

{︂
(𝑃 Λ̃𝑗 ′𝑉 )(𝒦1𝑗𝑉 ) + (𝑃 Λ̃𝑗𝑉 )(𝒦1𝑗

′
𝑉 )− (𝑗𝑉 Λ̃𝑗

′
𝑉 )(𝒦1𝑃 ) +

+𝑚𝑓 [(𝑗𝑉 Λ̃𝑗
′
𝑉 )𝒦3 + (𝑗𝑉𝜙𝑗

′
𝑉 )𝒦4] + (1.54)

+
2𝛽𝑛

𝑞2⊥𝑞
′2
⊥

[(𝑗𝑉Λ𝑗
′
𝑉 )− i(𝑗𝑉𝜙𝑗

′
𝑉 )][(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓𝒦3][(𝑞Λ𝑞

′) + i(𝑞𝜙𝑞 ′)]−

−2𝛽𝑛

𝑞 ′2⊥
(𝒦1𝑗𝑉 ) [(𝑞

′Λ𝑗 ′𝑉 )− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′𝑉 )]−
2𝛽𝑛

𝑞2⊥
(𝒦1𝑗

′
𝑉 ) [(𝑞Λ𝑗𝑉 ) + i(𝑞𝜙𝑗𝑉 )]

}︂
;

𝑅
(2)
𝑉 𝑉 = 𝑅

(1)
𝑉 𝑉 (𝑞 ↔ −𝑞 ′) ; (1.55)

𝑅
(1)
𝐴𝑉 = −𝑔𝑉 𝑔 ′

𝐴

{︂
(𝑃 Λ̃𝑗 ′𝐴)(𝒦2𝑗𝑉 ) + (𝑃 Λ̃𝑗𝑉 )(𝒦2𝑗

′
𝐴)− (𝑗𝑉 Λ̃𝑗

′
𝐴)(𝒦2𝑃 )−

−𝑚𝑓 [(𝑗𝑉 Λ̃𝑗
′
𝐴)𝒦4 + (𝑗𝑉𝜙𝑗

′
𝐴)𝒦3] + (1.56)

+
2𝛽𝑛

𝑞2⊥𝑞
′2
⊥

[(𝑗𝑉Λ𝑗
′
𝐴)− i(𝑗𝑉𝜙𝑗

′
𝐴)][(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦4][(𝑞Λ𝑞

′) + i(𝑞𝜙𝑞 ′)]−

−2𝛽𝑛

𝑞 ′2⊥
(𝒦2𝑗𝑉 ) [(𝑞

′Λ𝑗 ′𝐴)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′𝐴)]−
2𝛽𝑛

𝑞2⊥
(𝒦2𝑗

′
𝐴) [(𝑞Λ𝑗𝑉 ) + i(𝑞𝜙𝑗𝑉 )]

}︂
;

𝑅
(2)
𝑉 𝐴 = −𝑔𝑉 𝑔 ′

𝐴

{︂
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′𝐴)(𝒦2𝑗𝑉 ) + (𝑃 ′Λ̃𝑗𝑉 )(𝒦2𝑗

′
𝐴)− (𝑗𝑉 Λ̃𝑗

′
𝐴)(𝒦2𝑃

′) +

+𝑚𝑓 [(𝑗𝑉 Λ̃𝑗
′
𝐴)𝒦4 − (𝑗𝑉𝜙𝑗

′
𝐴)𝒦3] + (1.57)

+
2𝛽𝑛

𝑞2⊥𝑞
′2
⊥

[(𝑗𝑉Λ𝑗
′
𝐴) + i(𝑗𝑉𝜙𝑗

′
𝐴)][(𝒦2𝑃

′)−𝑚𝑓𝒦4][(𝑞Λ𝑞
′)− i(𝑞𝜙𝑞 ′)] +

+
2𝛽𝑛

𝑞 ′2⊥
(𝒦2𝑗𝑉 ) [(𝑞

′Λ𝑗 ′𝐴) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′𝐴)] +
2𝛽𝑛

𝑞2⊥
(𝒦2𝑗

′
𝐴) [(𝑞Λ𝑗𝑉 )− i(𝑞𝜙𝑗𝑉 )]

}︂
;

𝑅
(1)
𝐴𝐴 = 𝑔𝐴𝑔

′
𝐴

{︂
(𝑃 Λ̃𝑗 ′𝐴)(𝒦1𝑗𝐴) + (𝑃 Λ̃𝑗𝐴)(𝒦1𝑗

′
𝐴)− (𝑗𝐴Λ̃𝑗

′
𝐴)(𝒦1𝑃 )−

−𝑚𝑓 [(𝑗𝐴Λ̃𝑗
′
𝐴)𝒦3 + (𝑗𝐴𝜙𝑗

′
𝐴)𝒦4] + (1.58)

+
2𝛽𝑛

𝑞2⊥𝑞
′2
⊥

[(𝑗𝐴Λ𝑗
′
𝐴)− i(𝑗𝐴𝜙𝑗

′
𝐴)][(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦3][(𝑞Λ𝑞

′) + i(𝑞𝜙𝑞 ′)]−

−2𝛽𝑛

𝑞 ′2⊥
(𝒦1𝑗𝐴) [(𝑞

′Λ𝑗 ′𝐴)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′𝐴)]−
2𝛽𝑛

𝑞2⊥
(𝒦1𝑗

′
𝐴) [(𝑞Λ𝑗𝐴) + i(𝑞𝜙𝑗𝐴)]

}︂
.
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𝑅
(2)
𝐴𝐴 = 𝑅

(1)
𝐴𝐴(𝑞 ↔ −𝑞 ′) . (1.59)

Полученные результаты позволяют отдельно выделить случай 𝑛 = 0. При

этом выражения дляℳ−−
𝑉 𝑉 иℳ−−

𝑉 𝐴, когда ℓ
′ = ℓ = 𝑛 = 0, после замены 𝑚𝑓 = 𝑚,

𝑔𝑉 = 𝑒, 𝑗𝛼 = 𝜀𝛼, 𝑔
′
𝑉 = 𝐺F𝐶𝑉 /

√
2, 𝑔 ′

𝐴 = 𝐺F𝐶𝐴/
√
2, 𝑗 ′𝛼 = 𝜈𝛾𝛼(1 + 𝛾5)𝜈, в точности

совпадают с амплитудой фотонейтринного процесса 𝑒𝛾 → 𝑒𝜈𝜈, полученной в ра­

боте [137]. Кроме того, легко заметить, что амплитуды, содержащие векторные

вершины, имеют явный калибровочно-инвариантный вид.

1.3.2. Рассеяние вперёд

В данном разделе диссертации будет рассмотрен частный случай нерезо­

нансного когерентного рассеяния тока 𝑗 на реальных фермионах, принадлежа­

щих замагниченной плазме, без изменения их состояния (так называемое рас­

сеяние «вперёд»).

Для выяснения связи между полученной амплитудой (1.30) и амплиту­

дой рассеяния «вперёд» рассмотрим плосковолновое возбуждение поля, соот­

ветствующее току 𝑗, распространяющееся с волновым 4-вектором 𝑞𝛼 = (𝜔,𝑘) и

рассеивающееся на фермионе в точке пространства 𝑟 = 0. При рассеянии пада­

ющей волны на ансамбле беспорядочно расположенных фермионов происходит

интерференция рассеяных волн, но из-за хаотичного распределения рассеива­

ющих центров сумма интерференционных членов будет равна нулю. Таким об­

разом, полное сечение ансамбля фермионов равняется алгебраической сумме

сечений рассеяния каждого фермиона. При рассеянии вперёд, однако, рассе­

янные волны когерентны падающей волне, что приводит к изменению фазы и

рефракции [138, 139].

С учётом этого замечания, полагая в (1.30) ℓ = ℓ ′, 𝑠 = 𝑠 ′, 𝑞𝜇 = 𝑞 ′𝜇, 𝑝𝜇 = 𝑝 ′𝜇,

𝒦1𝛼 = 2(𝑝Λ̃)𝛼, 𝒦2𝛼 = 2(𝜙𝑝)𝛼, 𝒦3 = 2𝑀ℓ, 𝒦4 = 0, мы получим амплитуду ℳ𝑘 ′𝑘
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рассеяния «вперёд» тока 𝑗 на одном фермионе:

ℳ𝑘 ′𝑘 ≃ i𝑔𝑘𝑔𝑘′𝑗
′
𝑘′(𝑞)𝑗𝑘(𝑞)

∞∑︁
𝑛=0

∑︁
𝑠′′=±1

∫︁
d𝑋1d𝑌1e

−i(𝑋1−𝑌1)𝑞𝑥 × (1.60)

×
𝜑𝑠𝑝,ℓ(𝑌1)Γ𝑘′𝜑

𝑠′′
𝑃,𝑛(𝑌1)𝜑

𝑠′′
𝑃,𝑛(𝑋1)Γ𝑘𝜑

𝑠
𝑝,ℓ(𝑋1)

𝑃 2
‖ −𝑀 2

𝑛 + i ℐ𝑠′′
Σ (𝑃 )

+

+(𝑗𝑘(𝑞),Γ𝑘, 𝑞 ↔ 𝑗 ′𝑘′(𝑞),Γ𝑘′,−𝑞) .

Суммируя (1.60) по всем состояниям фермионов с учётом равновесной

функции распределения 𝑓𝑓(𝐸ℓ) = [1 + exp(𝐸ℓ − 𝜇𝑓)/𝑇 ]
−1, где 𝑇 – это темпе­

ратура, а 𝜇𝑓 – химический потенциал плазмы, мы приходим к выражению для

амплитуды нерезонансного когерентного процесса 𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′ в случае присут­

ствия замагниченной плазмы:

ℳ𝑘𝑘 ′(𝜔, 0) = − 𝛽

(2𝜋)2

∞∑︁
ℓ,𝑛=0

∫︁
d𝑝𝑧
𝐸ℓ

𝑓𝑓(𝐸ℓ)× (1.61)

×
[︃

𝒟(1)𝑘𝑘 ′

(𝑝+ 𝑞)2‖ −𝑚2
𝑓 − 2𝛽𝑛

+
𝒟(2)

𝑘𝑘 ′

(𝑝− 𝑞)2‖ −𝑚2
𝑓 − 2𝛽𝑛

]︃
.

Далее используется следующее обозначение: ℐ𝑛,ℓ ≡ ℐ𝑛,ℓ
(︀
𝑞2⊥/(2𝛽)

)︀
.

𝒟(1)
𝑆𝑆 = 𝑔𝑆𝑔

′
𝑆𝑗𝑆𝑗

′
𝑆

{︁
[(𝑞̃︀Λ𝑝) + 2𝛽ℓ+ 2𝑚2

𝑓 ]× (1.62)

× (ℐ2
𝑛,ℓ + ℐ2

𝑛−1,ℓ−1)− 4𝛽
√
𝑛ℓ ℐ𝑛,ℓℐ𝑛−1,ℓ−1

}︁
;

𝒟(2)
𝑆𝑆 = 𝒟(1)

𝑆𝑆(𝑞 → −𝑞) ;

𝒟(1)
𝑆𝑃 = 𝒟(2)

𝑃𝑆 = −𝑔𝑆𝑔 ′
𝑃 𝑗𝑆𝑗

′
𝑃 (𝑞̃︀𝜙𝑝) [︀ℐ2

𝑛,ℓ − ℐ2
𝑛−1,ℓ−1

]︀
; (1.63)
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𝒟(1)
𝑉 𝑆 = 𝑔𝑆𝑔

′
𝑉 𝑗𝑆𝑚𝑓

{︂
[2(𝑝̃︀Λ𝑗 ′𝑉 ) + (𝑞̃︀Λ𝑗 ′𝑉 )] [︀ℐ2

𝑛,ℓ + ℐ2
𝑛−1,ℓ−1

]︀
− (1.64)

−
√︃

2𝛽ℓ

𝑞2⊥

[︀
[(𝑞Λ𝑗 ′𝑉 ) + i(𝑞𝜙𝑗 ′𝑉 )]ℐ𝑛,ℓℐ𝑛,ℓ−1 +

+ [(𝑞Λ𝑗 ′𝑉 )− i(𝑞𝜙𝑗 ′𝑉 )]ℐ𝑛−1,ℓℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
−
√︃

2𝛽𝑛

𝑞2⊥

[︀
[(𝑞Λ𝑗 ′𝑉 ) + i(𝑞𝜙𝑗 ′𝑉 )]ℐ𝑛,ℓ−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

+ [(𝑞Λ𝑗 ′𝑉 )− i(𝑞𝜙𝑗 ′𝑉 )]ℐ𝑛,ℓℐ𝑛−1,ℓ

]︀}︂
;

𝒟(2)
𝑆𝑉 = 𝑔𝑆𝑔

′
𝑉 𝑗𝑆𝑚𝑓

{︂
[2(𝑝̃︀Λ𝑗 ′𝑉 )− (𝑞̃︀Λ𝑗 ′𝑉 )] [︀ℐ2

𝑛,ℓ + ℐ2
𝑛−1,ℓ−1

]︀
+ (1.65)

+

√︃
2𝛽ℓ

𝑞2⊥

[︀
[(𝑞Λ𝑗 ′𝑉 )− i(𝑞𝜙𝑗 ′𝑉 )]ℐ𝑛,ℓℐ𝑛,ℓ−1 +

+ [(𝑞Λ𝑗 ′𝑉 ) + i(𝑞𝜙𝑗 ′𝑉 )]ℐ𝑛−1,ℓℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
+

+

√︃
2𝛽𝑛

𝑞2⊥

[︀
[(𝑞Λ𝑗 ′𝑉 )− i(𝑞𝜙𝑗 ′𝑉 )]ℐ𝑛,ℓ−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

+ [(𝑞Λ𝑗 ′𝑉 ) + i(𝑞𝜙𝑗 ′𝑉 )]ℐ𝑛,ℓℐ𝑛−1,ℓ

]︀}︂
;

𝒟(1)
𝐴𝑆 = −𝑔𝑆𝑔 ′

𝐴𝑗𝑆𝑚𝑓 [2(𝑝̃︀𝜙𝑗 ′𝐴) + (𝑞̃︀𝜙𝑗 ′𝐴)] [︀ℐ2
𝑛,ℓ − ℐ2

𝑛−1,ℓ−1

]︀
; (1.66)

𝒟(2)
𝑆𝐴 = 𝒟(1)

𝐴𝑆(𝑞 → −𝑞) ;

𝒟(1)
𝑃𝑃 = −𝑔𝑃𝑔 ′

𝑃 𝑗𝑃 𝑗
′
𝑃

{︁
[(𝑞̃︀Λ𝑝) + 2𝛽ℓ]

[︀
ℐ2
𝑛,ℓ + ℐ2

𝑛−1,ℓ−1

]︀
−

−4𝛽
√
𝑛ℓ ℐ𝑛,ℓℐ𝑛−1,ℓ−1

}︁
; (1.67)

𝒟(2)
𝑃𝑃 = 𝒟(1)

𝑃𝑃 (𝑞 → −𝑞) ;
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𝒟(1)
𝑉 𝑃 = 𝒟(2)

𝑃𝑉 = 𝑔𝑃𝑔
′
𝑉 𝑗𝑃𝑚𝑓(𝑞̃︀𝜙𝑗 ′𝑉 ) [︀ℐ2

𝑛,ℓ − ℐ2
𝑛−1,ℓ−1

]︀
; (1.68)

𝒟(1)
𝐴𝑃 = −𝑔𝑃𝑔 ′

𝐴𝑗𝑃𝑚𝑓

{︂
(𝑞̃︀Λ𝑗 ′𝐴) [︀ℐ2

𝑛,ℓ + ℐ2
𝑛−1,ℓ−1

]︀
+ (1.69)

+

√︃
2𝛽ℓ

𝑞2⊥

[︁
[(𝑞Λ𝑗 ′𝐴) + i(𝑞𝜙𝑗 ′𝐴)]ℐ𝑛,ℓℐ𝑛,ℓ−1 + [(𝑞Λ𝑗 ′𝐴)−

−i(𝑞𝜙𝑗 ′𝐴)]ℐ𝑛−1,ℓℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
−
√︃

2𝛽𝑛

𝑞2⊥

[︁
[(𝑞Λ𝑗 ′𝐴) +

+i(𝑞𝜙𝑗 ′𝐴)]ℐ𝑛,ℓ−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 + [(𝑞Λ𝑗 ′𝐴)− i(𝑞𝜙𝑗 ′𝐴)]ℐ𝑛,ℓℐ𝑛−1,ℓ

]︁}︂
;

𝒟(2)
𝑃𝐴 = −𝑔𝑃𝑔 ′

𝐴𝑗𝑃𝑚𝑓

{︂
(𝑞̃︀Λ𝑗 ′𝐴) [︀ℐ2

𝑛,ℓ + ℐ2
𝑛−1,ℓ−1

]︀
− (1.70)

−
√︃

2𝛽ℓ

𝑞2⊥

[︁
[(𝑞Λ𝑗 ′𝐴)− i(𝑞𝜙𝑗 ′𝐴)]ℐ𝑛,ℓℐ𝑛,ℓ−1 − [(𝑞Λ𝑗 ′𝐴) +

+i(𝑞𝜙𝑗 ′𝐴)]ℐ𝑛−1,ℓℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
−
√︃

2𝛽𝑛

𝑞2⊥

[︁
[(𝑞Λ𝑗 ′𝐴)−

−i(𝑞𝜙𝑗 ′𝐴)]ℐ𝑛,ℓ−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 + [(𝑞Λ𝑗 ′𝐴) + i(𝑞𝜙𝑗 ′𝐴)]ℐ𝑛,ℓℐ𝑛−1,ℓ

]︁}︂
;
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𝒟(1)
𝑉 𝑉 = 𝑔𝑉 𝑔

′
𝑉

{︂[︁
(𝑝̃︀Λ𝑗𝑉 )(𝑃 ̃︀Λ𝑗 ′𝑉 ) + (𝑃 ̃︀Λ𝑗𝑉 )(𝑝̃︀Λ𝑗 ′𝑉 )− (𝑗𝑉 ̃︀Λ𝑗 ′𝑉 )× (1.71)

×[2𝛽ℓ+ (𝑝̃︀Λ𝑞)]]︁ [︀ℐ2
𝑛,ℓ + ℐ2

𝑛−1,ℓ−1

]︀
+ 4𝛽

√
𝑛ℓ (𝑗𝑉 ̃︀Λ𝑗 ′𝑉 )ℐ𝑛,ℓℐ𝑛−1,ℓ−1 −

−
√︃

2𝛽ℓ

𝑞2⊥

[︁
(𝑃 ̃︀Λ𝑗𝑉 )[(𝑞Λ𝑗 ′𝑉 ) + i(𝑞𝜙𝑗 ′𝑉 )] + (𝑃 ̃︀Λ𝑗 ′𝑉 )[(𝑞Λ𝑗𝑉 )− i(𝑞𝜙𝑗𝑉 )]

]︁
×

×ℐ𝑛,ℓℐ𝑛,ℓ−1 −
√︃

2𝛽ℓ

𝑞2⊥

[︁
(𝑃 ̃︀Λ𝑗𝑉 )[(𝑞Λ𝑗 ′𝑉 )− i(𝑞𝜙𝑗 ′𝑉 )] + (𝑃 ̃︀Λ𝑗 ′𝑉 )×

×[(𝑞Λ𝑗𝑉 ) + i(𝑞𝜙𝑗𝑉 )]
]︁
ℐ𝑛−1,ℓ−1ℐ𝑛−1,ℓ −

√︃
2𝛽𝑛

𝑞2⊥

[︁
(𝑝̃︀Λ𝑗𝑉 )[(𝑞Λ𝑗 ′𝑉 )− i(𝑞𝜙𝑗 ′𝑉 )] +

+(𝑝̃︀Λ𝑗 ′𝑉 )[(𝑞Λ𝑗𝑉 ) + i(𝑞𝜙𝑗𝑉 )]
]︁
ℐ𝑛,ℓℐ𝑛−1,ℓ −

√︃
2𝛽𝑛

𝑞2⊥

[︁
(𝑝̃︀Λ𝑗𝑉 )×

×[(𝑞Λ𝑗 ′𝑉 ) + i(𝑞𝜙𝑗 ′𝑉 )] + (𝑝̃︀Λ𝑗 ′𝑉 )[(𝑞Λ𝑗𝑉 )− i(𝑞𝜙𝑗𝑉 )]
]︁
ℐ𝑛−1,ℓ−1ℐ𝑛,ℓ−1 +

+[2𝛽ℓ+ (𝑝̃︀Λ𝑞)][︁[(𝑗𝑉Λ𝑗 ′𝑉 ) + i(𝑗𝑉𝜙𝑗
′
𝑉 )]ℐ2

𝑛,ℓ−1 + [(𝑗𝑉Λ𝑗
′
𝑉 )− i(𝑗𝑉𝜙𝑗

′
𝑉 )]×

×ℐ2
𝑛−1,ℓ

]︁
+

4𝛽
√
𝑛ℓ

𝑞2⊥
[(𝑞Λ𝑗𝑉 )(𝑞Λ𝑗

′
𝑉 )− (𝑞𝜙𝑗𝑉 )(𝑞𝜙𝑗

′
𝑉 )]ℐ𝑛,ℓ−1ℐ𝑛−1,ℓ

}︂
;

𝒟(2)
𝑉 𝑉 = 𝒟(1)

𝑉 𝑉 (𝑞 → −𝑞, 𝑗𝑉 ↔ 𝑗 ′𝑉 ) ;

𝒟(1)
𝐴𝑉 = −𝑔𝑉 𝑔 ′

𝐴

{︂[︁
(𝑃 ̃︀Λ𝑗𝑉 )(𝑗 ′𝐴̃︀𝜙𝑝) + (𝑃 ̃︀Λ𝑗 ′𝐴)(𝑗𝑉 ̃︀𝜙𝑝)− (1.72)

−(𝑗𝑉 ̃︀Λ𝑗 ′𝐴)(𝑞̃︀𝜙𝑝)−𝑚2
𝑓(𝑗𝑉 ̃︀𝜙𝑗 ′𝐴)]︁ [︀ℐ2

𝑛,ℓ − ℐ2
𝑛−1,ℓ−1

]︀
+
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+

√︃
2𝛽ℓ

𝑞2⊥

[︁
(𝑃 ̃︀𝜙𝑗𝑉 )[(𝑞Λ𝑗 ′𝐴) + i(𝑞𝜙𝑗 ′𝐴)] + (𝑃 ̃︀𝜙𝑗 ′𝐴)[(𝑞Λ𝑗𝑉 )− i(𝑞𝜙𝑗𝑉 )]

]︁
×

×ℐ𝑛,ℓℐ𝑛,ℓ−1 −
√︃

2𝛽ℓ

𝑞2⊥

[︁
(𝑃 ̃︀𝜙𝑗𝑉 )[(𝑞Λ𝑗 ′𝐴)− i(𝑞𝜙𝑗 ′𝐴)] + (𝑃 ̃︀𝜙𝑗 ′𝐴)[(𝑞Λ𝑗𝑉 ) +

+i(𝑞𝜙𝑗𝑉 )]
]︁
ℐ𝑛−1,ℓ−1ℐ𝑛−1,ℓ +

√︃
2𝛽𝑛

𝑞2⊥

[︁
(𝑝̃︀𝜙𝑗𝑉 )[(𝑞Λ𝑗 ′𝐴)− i(𝑞𝜙𝑗 ′𝐴)] + (𝑝̃︀𝜙𝑗 ′𝐴)×

×[(𝑞Λ𝑗𝑉 ) + i(𝑞𝜙𝑗𝑉 )]
]︁
ℐ𝑛,ℓℐ𝑛−1,ℓ −

√︃
2𝛽𝑛

𝑞2⊥

[︁
(𝑝̃︀𝜙𝑗𝑉 )[(𝑞Λ𝑗 ′𝐴) + i(𝑞𝜙𝑗 ′𝐴)] +

+(𝑝̃︀𝜙𝑗 ′𝐴)[(𝑞Λ𝑗𝑉 )− i(𝑞𝜙𝑗𝑉 )]
]︁
ℐ𝑛−1,ℓ−1ℐ𝑛,ℓ−1 +

+(𝑝̃︀𝜙𝑞)[︁[(𝑗𝑉Λ𝑗 ′𝐴) + i(𝑗𝑉𝜙𝑗
′
𝐴)]ℐ2

𝑛,ℓ−1 − [(𝑗𝑉Λ𝑗
′
𝐴)− i(𝑗𝑉𝜙𝑗

′
𝐴)]ℐ2

𝑛−1,ℓ

]︁}︂
;

𝒟(2)
𝑉 𝐴 = −𝑔𝑉 𝑔 ′

𝐴

{︂[︁
(𝑃 ′̃︀Λ𝑗𝑉 )(𝑗 ′𝐴̃︀𝜙𝑝) + (𝑃 ′̃︀Λ𝑗 ′𝐴)(𝑗𝑉 ̃︀𝜙𝑝) + (1.73)

+(𝑗𝑉 ̃︀Λ𝑗 ′𝐴)(𝑞̃︀𝜙𝑝)−𝑚2
𝑓(𝑗𝑉 ̃︀𝜙𝑗 ′𝐴)]︁ [︀ℐ2

𝑛,ℓ − ℐ2
𝑛−1,ℓ−1

]︀
−

−
√︃

2𝛽ℓ

𝑞2⊥

[︁
(𝑃 ′̃︀𝜙𝑗 ′𝐴)[(𝑞Λ𝑗𝑉 ) + i(𝑞𝜙𝑗𝑉 )] + (𝑃 ′̃︀𝜙𝑗𝑉 )[(𝑞Λ𝑗 ′𝐴)− i(𝑞𝜙𝑗 ′𝐴)]

]︁
×

×ℐ𝑛,ℓℐ𝑛,ℓ−1 +

√︃
2𝛽ℓ

𝑞2⊥

[︁
(𝑃 ′̃︀𝜙𝑗 ′𝐴)[(𝑞Λ𝑗𝑉 )− i(𝑞𝜙𝑗𝑉 )] + (𝑃 ′̃︀𝜙𝑗𝑉 )[(𝑞Λ𝑗 ′𝐴) +

+i(𝑞𝜙𝑗 ′𝐴)]
]︁
ℐ𝑛−1,ℓ−1ℐ𝑛−1,ℓ −

√︃
2𝛽𝑛

𝑞2⊥

[︁
(𝑝̃︀𝜙𝑗 ′𝐴)[(𝑞Λ𝑗𝑉 )− i(𝑞𝜙𝑗𝑉 )] + (𝑝̃︀𝜙𝑗𝑉 )×

×[(𝑞Λ𝑗 ′𝐴) + i(𝑞𝜙𝑗 ′𝐴)]
]︁
ℐ𝑛,ℓℐ𝑛−1,ℓ +

√︃
2𝛽𝑛

𝑞2⊥

[︁
(𝑝̃︀𝜙𝑗 ′𝐴)[(𝑞Λ𝑗𝑉 ) + i(𝑞𝜙𝑗𝑉 )]+

+(𝑝̃︀𝜙𝑗𝑉 )[(𝑞Λ𝑗 ′𝐴)− i(𝑞𝜙𝑗 ′𝐴)]
]︁
ℐ𝑛−1,ℓ−1ℐ𝑛,ℓ−1 −

−(𝑝̃︀𝜙𝑞)[︁[(𝑗𝑉Λ𝑗 ′𝐴)− i(𝑗𝑉𝜙𝑗
′
𝐴)]ℐ2

𝑛,ℓ−1 − [(𝑗𝑉Λ𝑗
′
𝐴) + i(𝑗𝑉𝜙𝑗

′
𝐴)]ℐ2

𝑛−1,ℓ

]︁}︂
;
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𝒟(1)
𝐴𝐴 = 𝑔𝐴𝑔

′
𝐴

{︂[︁
(𝑃 ̃︀Λ𝑗𝐴)(𝑝̃︀Λ𝑗 ′𝐴) + (𝑝̃︀Λ𝑗𝐴)(𝑃 ̃︀Λ𝑗 ′𝐴)− (𝑗𝐴̃︀Λ𝑗 ′𝐴)× (1.74)

×(𝑀 2
ℓ +𝑚2

𝑓 + (𝑝̃︀Λ𝑞))]︁[ℐ2
𝑛,ℓ + ℐ2

𝑛−1,ℓ−1] + 4𝛽
√
𝑛ℓ (𝑗𝐴̃︀Λ𝑗 ′𝐴)ℐ𝑛,ℓℐ𝑛−1,ℓ−1 −

−
√︃

2𝛽ℓ

𝑞2⊥

[︁
(𝑃 ̃︀Λ𝑗𝐴)[(𝑞Λ𝑗 ′𝐴) + i(𝑞𝜙𝑗 ′𝐴)] + (𝑃 ̃︀Λ𝑗 ′𝐴)[(𝑞Λ𝑗𝐴)− i(𝑞𝜙𝑗𝐴)]

]︁
×

×ℐ𝑛,ℓℐ𝑛,ℓ−1 −
√︃

2𝛽ℓ

𝑞2⊥

[︁
(𝑃 ̃︀Λ𝑗𝐴)[(𝑞Λ𝑗 ′𝐴)− i(𝑞𝜙𝑗 ′𝐴)] + (𝑃 ̃︀Λ𝑗 ′𝐴)[(𝑞Λ𝑗𝐴) +

+i(𝑞𝜙𝑗𝐴)]
]︁
ℐ𝑛−1,ℓ−1ℐ𝑛−1,ℓ −

√︃
2𝛽𝑛

𝑞2⊥

[︁
(𝑝̃︀Λ𝑗𝐴)[(𝑞Λ𝑗 ′𝐴)− i(𝑞𝜙𝑗 ′𝐴)] + (𝑝̃︀Λ𝑗 ′𝐴)×

×[(𝑞Λ𝑗𝐴) + i(𝑞𝜙𝑗𝐴)]
]︁
ℐ𝑛,ℓℐ𝑛−1,ℓ −

√︃
2𝛽𝑛

𝑞2⊥

[︁
(𝑝̃︀Λ𝑗𝐴)[(𝑞Λ𝑗 ′𝐴) + i(𝑞𝜙𝑗 ′𝐴)] +

+(𝑝̃︀Λ𝑗 ′𝐴)[(𝑞Λ𝑗𝐴)− i(𝑞𝜙𝑗𝐴)]
]︁
ℐ𝑛−1,ℓ−1ℐ𝑛,ℓ−1 + [𝑀 2

ℓ +𝑚2
𝑓 + (𝑝̃︀Λ𝑞)]×

×
[︁
[(𝑗𝐴Λ𝑗

′
𝐴) + i(𝑗𝐴𝜙𝑗

′
𝐴)]ℐ2

𝑛,ℓ−1 + [(𝑗𝐴Λ𝑗
′
𝐴)− i(𝑗𝐴𝜙𝑗

′
𝐴)]ℐ2

𝑛−1,ℓ

]︁
+

+
4𝛽

√
𝑛ℓ

𝑞2⊥

[︁
(𝑞Λ𝑗𝐴)(𝑞Λ𝑗

′
𝐴)− (𝑞𝜙𝑗𝐴)(𝑞𝜙𝑗

′
𝐴)
]︁
ℐ𝑛,ℓ−1ℐ𝑛−1,ℓ

}︂
;

𝒟(2)
𝐴𝐴 = 𝒟(1)

𝐴𝐴(𝑞 → −𝑞, 𝑗𝐴 ↔ 𝑗 ′𝐴) .

Отметим, что выражения для амплитуд ℳ𝑉 𝑆, ℳ𝑉 𝑃 , ℳ𝑉 𝑉 и ℳ𝐴𝑉 обла­

дают явной калибровочной инвариантностью.

1.4. Выражения для амплитуд реакций 𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′ в

области резонанса

Если ℓ, ℓ ′ < 𝑛, то существуют решения уравнения 𝑃 2
‖ −𝑀 2

𝑛 = 0, т.е. вир­

туальный фермион становится реальным с определенным законом дисперсии,

и имеет место резонанс на виртуальном фермионе. Рассмотрим этот случай в
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приближении узкого пика, которое основано на предположении малости мни­

мой части массового оператора, ℐ𝑠
Σ(𝑃 ) (1.24), по сравнению с реальной частью

знаменателя пропагатора везде, кроме точки резонанса. Тогда основной вклад

в амплитуду (1.30) будут давать области энергий вблизи резонансов. Кроме то­

го, необходимо принять во внимание, что в силу кинематики процесса основной

вклад в амплитуду в области резонанса будет давать только первая диаграмма

на рис. 1.1.

Покажем, что в приближении узкого резонансного пика квадрат 𝒮-матричного
элемента процесса 𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′ факторизуется произведением квадратов 𝒮-матричных
элементов перехода фермиона из начального состояния в промежуточное и из

промежуточного состояния в конечное соответственно.

Действительно, с учётом значения квадрата 𝛿-функции, следующего из её

Фурье-образа:[︁
𝛿
(3)
0,𝑦,𝑧(𝑃 − 𝑝 ′ − 𝑞 ′)

]︁2
=

1

(2𝜋)3
𝛿
(3)
0,𝑦,𝑧(𝑃 − 𝑝 ′ − 𝑞 ′)𝜏𝐿𝑦𝐿𝑧 , (1.75)

квадрат 𝒮-матричного элемента (1.29), просуммированный по поляризацион­

ным состояниям начального и конечного фермионов, может быть представлен

в следующем виде:∑︁
𝑠,𝑠′=±1

|𝒮𝑠 ′𝑠
𝑘 ′𝑘|2
𝜏

=
∑︁

𝑠,𝑠′=±1

(2𝜋)3𝛿
(3)
0,𝑦,𝑧(𝑃 − 𝑝 ′ − 𝑞 ′)

2𝑞0𝐿𝑥2𝑞 ′0𝑉 2𝐸ℓ𝐿𝑦𝐿𝑧2𝐸 ′
ℓ′𝐿𝑦𝐿𝑧

|ℳ𝑠 ′𝑠
𝑘 ′𝑘|2 , (1.76)

где 𝜏 – время взаимодействия,

|ℳ𝑠 ′𝑠
𝑘 ′𝑘|2 =

1

2

∑︁
𝑠′′=±1

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑛=0

∫︁
d𝑋1d𝑌1

𝜑𝑠
′
𝑗′𝑓 ′(𝑌1)𝜑

𝑠′′
𝑃,𝑛(𝑌1)𝜑

𝑠′′
𝑃,𝑛(𝑋1)𝜑

𝑠
𝑗𝑓(𝑋1)

𝑃 2
‖ −𝑀 2

𝑛 + iℑ𝑠′′
Σ (𝑃 )

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

(1.77)

– соответствующие парциальные амплитуды. Здесь введены обозначения:

𝜑𝑠
′
𝑗′𝑓 ′(𝑌1) ≡ 𝑔𝑘′ 𝜑

𝑠′
𝑝′,ℓ′(𝑌1)𝑗

′
𝑘′(𝑞

′)Γ𝑘′e
i𝑌1𝑞

′
𝑥 , (1.78)

𝜑𝑠𝑗𝑓(𝑋1) ≡ 𝑔𝑘 𝑗𝑘(𝑞)Γ𝑘𝜑
𝑠
𝑝,ℓ(𝑋1)e

−i𝑋1𝑞𝑥 .

Ввиду малости ℑ𝑠′′
Σ (𝑃 ) по сравнению с реальной частью знаменателя про­

пагатора везде, кроме точки резонанса, можно соответствующую часть уравне­
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ния (1.77) заменить 𝛿-функцией следующим образом:

|ℳ𝑠 ′𝑠
𝑘 ′𝑘|2 ≃

∑︁
𝑠′′=±1

∞∑︁
𝑛=0

𝜋

𝑃0 Γ𝑠′′
𝑛

𝛿(𝑃 2
‖ −𝑀 2

𝑛)× (1.79)

×
⃒⃒⃒⃒∫︁

d𝑋1d𝑌1𝜑
𝑠′
𝑗′𝑓 ′(𝑌1)𝜑

𝑠′′
𝑃,𝑛(𝑌1)𝜑

𝑠′′
𝑃,𝑛(𝑋1)𝜑

𝑠
𝑗𝑓(𝑋1)

⃒⃒⃒⃒2
.

С учётом (1.79) квадрат 𝒮-матричного элемента процесса 𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′ фак­

торизуется следующим образом:

∑︁
𝑠,𝑠′=±1

|𝒮𝑠 ′𝑠
𝑘 ′𝑘|2
𝜏

=
∑︁

𝑠,𝑠′,𝑠′′=±1

∞∑︁
𝑛=0

(2𝜋)3𝛿
(3)
0,𝑦,𝑧(𝑃 − 𝑝 ′ − 𝑞 ′)

2𝑞0𝐿𝑥2𝑞 ′0𝑉 2𝐸ℓ𝐿𝑦𝐿𝑧2𝐸 ′
ℓ′𝐿𝑦𝐿𝑧

× (1.80)

×
∫︁

d𝑝 ′′
𝑦 d𝑝

′′
𝑧

(2𝐸 ′′
𝑛)

2(2𝜋)2 Γ𝑠′′
𝑛

(2𝜋)3 𝛿
(3)
0,𝑦,𝑧(𝑃 − 𝑝′′)|ℳ𝑠 ′𝑠′′

(𝑛,𝑠′′)→𝑗′𝑓 ′|2 |ℳ𝑠′′𝑠
𝑗𝑓→(𝑛,𝑠′′)|2 .

Здесь мы воспользовались свойством 𝛿-функции:

𝛿(𝑃 2
‖ −𝑀 2

𝑛) =
1

2𝐸 ′′
𝑛

𝛿(𝑃0 − 𝐸 ′′
𝑛) , (1.81)

где 𝐸 ′′
𝑛 =

√︀
𝑝 ′′2
𝑧 +𝑀 2

𝑛.

Теперь уравнение (1.80) можно представить в виде:∑︁
𝑠,𝑠′=±1

|𝒮𝑠 ′𝑠
𝑘 ′𝑘|2
𝜏

=
∑︁

𝑠,𝑠′,𝑠′′=±1

∞∑︁
𝑛=0

∫︁
d𝑝 ′′

𝑦 d𝑝
′′
𝑧

(2𝜋)2 Γ𝑠′′
𝑛

× (1.82)

×
|𝒮𝑠 ′′𝑠

𝑗𝑓→(𝑛,𝑠′′)|2
𝜏

|𝒮𝑠 ′𝑠′′
(𝑛,𝑠′′)→𝑗′𝑓 ′|2

𝜏
,

где

𝒮𝑠 ′′𝑠
𝑗𝑓→(𝑛,𝑠′′) =

i(2𝜋)3𝛿
(3)
0,𝑦,𝑧(𝑃 − 𝑝 ′′)√︀

2𝑞0𝑉 2𝐸ℓ𝐿𝑦𝐿𝑧2𝐸
′′
𝑛𝐿𝑦𝐿𝑧

ℳ𝑠′′𝑠
𝑗𝑓→(𝑛,𝑠′′) , (1.83)

– 𝒮-матричный элемент перехода некоторого начального состояния 𝑗𝑓 в фер­

мион с энергией 𝐸 ′′
𝑛 и компонентами импульса 𝑝

′′
𝑦, 𝑝

′′
𝑧 и поляризационным состо­

янием 𝑠′′, находящийся на уровне Ландау 𝑛, c соответствующей амплитудой

ℳ𝑠′′𝑠
𝑗𝑓→(𝑛,𝑠′′):

ℳ𝑠′′𝑠
𝑗𝑓→(𝑛,𝑠′′) =

exp [−i𝑞𝑥(𝑝𝑦 + 𝑝 ′′
𝑦 )/(2𝛽)]√︀

𝑀ℓ𝑀𝑛(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀𝑛 +𝑚𝑓)

[︃
𝑞𝑦 + i𝑞𝑥√︀

𝑞2⊥

]︃𝑛−ℓ

𝒯 𝑠′′𝑠
𝑘 . (1.84)
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Здесь 𝒮𝑠 ′𝑠′′
(𝑛,𝑠′′)→𝑗′𝑓 ′ – 𝒮-матричный элемент перехода фермиона из состояния с

𝐸 ′′
𝑛, 𝑝

′′
𝑦, 𝑝

′′
𝑧 , 𝑠

′′, 𝑛 в некоторое конечное состояние 𝑗′𝑓 ′ с соответствующей ампли­

тудой ℳ𝑠 ′𝑠′′
(𝑛,𝑠′′)→𝑗′𝑓 ′, причем 𝒮𝑠 ′𝑠′′

(𝑛,𝑠′′)→𝑗′𝑓 ′ = 𝒮𝑠 ′′𝑠
𝑗𝑓→(𝑛,𝑠′′)(𝑞 → 𝑞′, 𝐸ℓ → 𝐸 ′

ℓ′).

Ниже приведен полный набор величин 𝒯 𝑠′′𝑠
𝑘 для 𝑗𝑓 взаимодействия вершин

скалярного, псевдоскалярного, векторного и аксиально-векторного типов.

1. В случае, когда 𝑗 является скалярными током (𝑘 = 𝑆), вычисления дают

𝒯 −−
𝑆 = 𝑔𝑆𝑗𝑆𝒦3[(𝑚𝑓 +𝑀ℓ)(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)ℐ𝑛,ℓ − 2𝛽

√
ℓ𝑛ℐ𝑛−1,ℓ−1] ; (1.85)

𝒯 −+
𝑆 = −i𝑔𝑆𝑗𝑆𝒦4[

√︀
2𝛽𝑛(𝑚𝑓 +𝑀ℓ)ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

√︀
2𝛽ℓ(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)ℐ𝑛,ℓ] ; (1.86)

𝒯 +−
𝑆 = −i𝑔𝑆𝑗𝑆𝒦4[

√︀
2𝛽ℓ(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

√︀
2𝛽𝑛(𝑚𝑓 +𝑀ℓ)ℐ𝑛,ℓ] ; (1.87)

𝒯 ++
𝑆 = 𝑔𝑆𝑗𝑆𝒦3[(𝑚𝑓 +𝑀ℓ)(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)ℐ𝑛−1,ℓ−1 − 2𝛽

√
ℓ𝑛ℐ𝑛,ℓ] . (1.88)

2. В случае, когда 𝑗 является псевдоскалярными током (𝑘 = 𝑃 ), получим

𝒯 −−
𝑃 = 𝑔𝑃 𝑗𝑃𝒦4[2𝛽

√
ℓ𝑛ℐ𝑛−1,ℓ−1 + (𝑚𝑓 +𝑀ℓ)(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)ℐ𝑛,ℓ] ; (1.89)

𝒯 −+
𝑃 = i𝑔𝑃 𝑗𝑃𝒦3[

√︀
2𝛽𝑛(𝑚𝑓 +𝑀ℓ)ℐ𝑛−1,ℓ−1 −

√︀
2𝛽ℓ(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)ℐ𝑛,ℓ] ; (1.90)

𝒯 +−
𝑃 = i𝑔𝑃 𝑗𝑃𝒦3[

√︀
2𝛽ℓ(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)ℐ𝑛−1,ℓ−1 −

√︀
2𝛽𝑛(𝑚𝑓 +𝑀ℓ)ℐ𝑛,ℓ] ; (1.91)

𝒯 ++
𝑃 = −𝑔𝑃 𝑗𝑃𝒦4[(𝑚𝑓 +𝑀ℓ)(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)ℐ𝑛−1,ℓ−1 + 2𝛽

√
ℓ𝑛ℐ𝑛,ℓ] . (1.92)
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3. В случае, когда 𝑗 является векторным током (𝑘 = 𝑉 ), будем иметь

𝒯 −−
𝑉 = 𝑔𝑉 [2𝛽

√
ℓ𝑛(𝒦1𝑗𝑉 )ℐ𝑛−1,ℓ−1 + (𝑚𝑓 +𝑀ℓ)(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)×

×(𝒦1𝑗𝑉 )ℐ𝑛,ℓ −
√︀

2𝛽𝑛(𝑚𝑓 +𝑀ℓ)𝒦3
(𝑗𝑉Λ𝑞)− i(𝑗𝑉𝜙𝑞)√︀

𝑞2⊥
ℐ𝑛−1,ℓ − (1.93)

−
√︀

2𝛽ℓ(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)𝒦3
(𝑗𝑉Λ𝑞) + i(𝑗𝑉𝜙𝑞)√︀

𝑞2⊥
ℐ𝑛,ℓ−1] ;

𝒯 −+
𝑉 = i𝑔𝑉 [

√︀
2𝛽𝑛(𝑚𝑓 +𝑀ℓ)(𝒦2𝑗𝑉 )ℐ𝑛−1,ℓ−1 −

√︀
2𝛽ℓ(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)×

×(𝒦2𝑗𝑉 )ℐ𝑛,𝑙 + 2𝛽
√
ℓ𝑛𝒦4

(𝑗𝑉Λ𝑞)− i(𝑗𝑉𝜙𝑞)√︀
𝑞2⊥

ℐ𝑛−1,ℓ − (1.94)

−(𝑚𝑓 +𝑀ℓ)(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)𝒦4
(𝑗𝑉Λ𝑞) + i(𝑗𝑉𝜙𝑞)√︀

𝑞2⊥
ℐ𝑛,ℓ−1] ;

𝒯 +−
𝑉 = −i𝑔𝑉 [

√︀
2𝛽ℓ(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)(𝒦2𝑗𝑉 )ℐ𝑛−1,ℓ−1 −

√︀
2𝛽𝑛(𝑚𝑓 +𝑀ℓ)×

×(𝒦2𝑗𝑉 )ℐ𝑛,ℓ + (𝑚𝑓 +𝑀ℓ)(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)𝒦4
(𝑗𝑉Λ𝑞)− i(𝑗𝑉𝜙𝑞)√︀

𝑞2⊥
ℐ𝑛−1,ℓ − (1.95)

−2𝛽
√
ℓ𝑛𝒦4

(𝑗𝑉Λ𝑞) + i(𝑗𝑉𝜙𝑞)√︀
𝑞2⊥

ℐ𝑛,ℓ−1] ;

𝒯 ++
𝑉 = 𝑔𝑉 [2𝛽

√
ℓ𝑛(𝒦1𝑗𝑉 )ℐ𝑛,ℓ + (𝑚𝑓 +𝑀ℓ)(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)(𝒦1𝑗𝑉 )×

×ℐ𝑛−1,ℓ−1 −
√︀

2𝛽ℓ(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)𝒦3
(𝑗𝑉Λ𝑞)− i(𝑗𝑉𝜙𝑞)√︀

𝑞2⊥
ℐ𝑛−1,ℓ − (1.96)

−
√︀
2𝛽𝑛(𝑚𝑓 +𝑀ℓ)𝒦3

(𝑗𝑉Λ𝑞) + i(𝑗𝑉𝜙𝑞)√︀
𝑞2⊥

ℐ𝑛,ℓ−1] .
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4. В случае, когда 𝑗 является псевдовекторным током (𝑘 = 𝐴), получим

𝒯 −−
𝐴 = −𝑔𝐴[2𝛽

√
ℓ𝑛(𝒦2𝑗𝐴)ℐ𝑛−1,ℓ−1 − (𝑚𝑓 +𝑀ℓ)(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)(𝒦2𝑗𝐴)ℐ𝑛,ℓ +

+
√︀

2𝛽𝑛(𝑚𝑓 +𝑀ℓ)𝒦4
(𝑗𝐴Λ𝑞)− i(𝑗𝐴𝜙𝑞)√︀

𝑞2⊥
ℐ𝑛−1,ℓ − (1.97)

−
√︀

2𝛽ℓ(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)𝒦4
(𝑗𝐴Λ𝑞) + i(𝑗𝐴𝜙𝑞)√︀

𝑞2⊥
ℐ𝑛,ℓ−1] ;

𝒯 −+
𝐴 = i𝑔𝐴[

√︀
2𝛽𝑛(𝑚𝑓 +𝑀ℓ)(𝒦1𝑗𝐴)ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

√︀
2𝛽ℓ(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)(𝒦1𝑗𝐴)ℐ𝑛,ℓ −

−2𝛽
√
ℓ𝑛𝒦3

(𝑗𝐴Λ𝑞)− i(𝑗𝐴𝜙𝑞)√︀
𝑞2⊥

ℐ𝑛−1,ℓ − (1.98)

−(𝑚𝑓 +𝑀ℓ)(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)𝒦3
(𝑗𝐴Λ𝑞) + i(𝑗𝐴𝜙𝑞)√︀

𝑞2⊥
ℐ𝑛,ℓ−1] ;

𝒯 +−
𝐴 = −i𝑔𝐴[

√︀
2𝛽ℓ(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)(𝒦1𝑗𝐴)ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

√︀
2𝛽𝑛(𝑚𝑓 +𝑀ℓ)(𝒦1𝑗𝐴)ℐ𝑛,ℓ −

−2𝛽
√
ℓ𝑛𝒦3

(𝑗𝐴Λ𝑞 + i(𝑗𝐴𝜙𝑞)√︀
𝑞2⊥

ℐ𝑛,ℓ−1 − (1.99)

−(𝑚𝑓 +𝑀ℓ)(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)𝒦3
(𝑗𝐴Λ𝑞)− i(𝑗𝐴𝜙𝑞)√︀

𝑞2⊥
ℐ𝑛−1,ℓ] ;

𝒯 ++
𝐴 = −𝑔𝐴[(𝑚𝑓 +𝑀ℓ)(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)(𝒦2𝑗𝐴)ℐ𝑛−1,ℓ−1 − 2𝛽

√
ℓ𝑛(𝒦2𝑗𝐴)ℐ𝑛,ℓ +

+
√︀

2𝛽ℓ(𝑚𝑓 +𝑀𝑛)𝒦4
(𝑗𝐴Λ𝑞)− i(𝑗𝐴𝜙𝑞)√︀

𝑞2⊥
ℐ𝑛−1,ℓ − (1.100)

−
√︀
2𝛽𝑛(𝑚𝑓 +𝑀ℓ)𝒦4

(𝑗𝐴Λ𝑞) + i(𝑗𝐴𝜙𝑞)√︀
𝑞2⊥

ℐ𝑛,ℓ−1] .

Отметим, что полученные амплитуды для векторной и аксиально-вектор­

ной вершин, после возведения в квадрат и суммирования по поляризационным

состояниям фермионов, согласуются с ранее полученными результатами в ра­

ботах [117, 140, 141].
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1.5. Заключение

В данной главе были получены выражения для двухвершинных амплитуд

для реакций 𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′ в присутствии магнитного поля произвольной индук­

ции и плазмы, состоящей из заряженных фермионов, для для всевозможных

комбинаций вершин взаимодействия скалярного, псевдоскалярного, векторно­

го, аксиально-векторного типов. Представленные результаты обладают лоренц­

инвариантностью относительно преобразований вдоль направления магнитного

поля.

Полученный набор амплитуд реакций 𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′ можно применить для

анализа разнообразных квантовых процессов во внешней активной среде, в том

числе с участием экзотических частиц, таких как аксионы и нейтралино. Ре­

зультаты для основного уровня Ландау описывают частный случай сильного

магнитного поля. Амплитуды рассеяния «вперёд» могут быть использованы

для получения закона дисперсии для частицы, распространяющейся в среде с

известными свойствами [138, 139].

Также были вычислены амплитуды рассеяния 𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′ в случае резонан­

са. Как известно, процессы с возможным резонансом на виртуальном электроне

играют исключительно важную роль в магнитосферах изолированных нейтрон­

ных звёзд [142]. Два примера реакций такого рода рассмотрены во второй главе

данной диссертации.
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Глава 2

Резонансные квантовые процессы во внешней

активной среде

2.1. Введение

В качестве приложения результатов предыдущей главы, рассмотрим два

двухвершинных процесса: фоторождения нейтрино на электроне, 𝑒𝛾 → 𝑒𝜈𝜈, и

комптоновское рассеяние, 𝛾𝑒→ 𝛾𝑒, протекающие в присутствии плотной замаг­

ниченной плазмы и в которых возможен резонанс на виртуальном электроне.

Как уже упоминалось во Введении, внешняя кора нейтронных звёзд про­

зрачна для нейтрино, поэтому реакции с парой нейтрино-антинейтрино в ко­

нечном состоянии играют определяющую роль в нейтринном остывании. Как

показал анализ, проведённый в работе [109], при плотностях плазмы порядка

𝜌9 = 109 г/см3 вкладом нерезонансного фотонейтринного процесса 𝑒𝛾 → 𝑒𝜈𝜈 в

нейтринную светимость нейтронной звезды можно пренебречь. Однако при тех

же плотностях начинают возбуждаться высшие уровни Ландау виртуального

электрона, что может приводить к увеличению эффективности этой реакции.

Исследование фотонейтринного процесса началось в 60-ых годах прошлого

века [72, 73]. Нейтринная светимость, т.е. энергия, уносимая нейтринной парой

из единичного объёма за единицу времени, за счёт него была вычислена в рабо­

тах [43–46, 48, 49, 74]. В частности, в [48, 49] были получены таблицы с большим

количеством данных для фотонейтринной излучательной способности и анали­

тические аппроксимации для них.

В относительно недавних работах [28, 75, 76] были получены формулы для

нейтринной светимости для случаев нерелятивистской и релятивистской сильно

замагниченной плазмы с учётом дисперсионных свойств фотона в плазме в

отсутствие резонанса.
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Другим интересным процессом является рассеяние фотона, 𝛾𝑒 → 𝛾𝑒, в

присутствии сильного магнитного поля и электрон-позитронной плазмы. Инте­

рес к изучению комптоновского рассеяния в сильном магнитном поле первона­

чально был вызван открытием циклотронных спектральных линий у двойных

рентгеновских пульсаров [143–146]. Новым импульсом к исследованию процесса

послужило обнаружение объектов, которые могут быть ассоциированы с маг­

нитарами. В рамках классической электродинамики комптоновское рассеяние

в сильном магнитном поле было рассмотрено в работах [77, 78, 80–82]. Нереля­

тивистский подход позволяет обнаружить резонанс только на основной цикло­

тронной частоте, поскольку ограничен дипольным излучением. Кроме того, он

не применим для полей 𝐵 & 1012 Гс, поскольку при них становится существен­

ной отдача электрона [147].

В магнитосферах молодых нейтронных звёзд, где магнитное поле может

приближаться к критическому (радиопульсары) или превышать его (магнита­

ры), комптоновское рассеяние должно рассматриваться в релятивистском фор­

мализме. В пределе сильного поля (𝐵𝑒 ≪ 𝐵 ≪ 103𝐵𝑒) процесс был рассмотрен

в работах [37, 148, 149]. Резонансное комптоновское рассеяние сопровождается

непрерывным интересом со стороны исследователей [36, 37, 39, 148, 150–156].

Процесс обратного комптоновского рассеяния в сильно замагниченных нейтро­

ных звёздах является очень эффективным механизмом создания жёсткого рент­

геновского излучения от этих объектов, так как при резонансе сечение рас­

сеяния этой реакции может достигать значений от 100 до 106𝜎𝑇 [37, 39, 84],

где 𝜎𝑇 = 8𝜋𝛼2/(3𝑚2) – томпсоновское сечение. Сильное влияние учёта реля­

тивистских квантовых эффектов проявило себя в многочисленных резонансах

на циклотронных гармониках и значительном отклонении от формулы Клейна­

Нишины для сечения рассеяния. В перечисленных работах эффект Комптона

рассматривался в области вдали от резонансов либо в окрестности резонанс­

ного пика, кроме того, в использованном приближении время жизни проме­

жуточного состояния предполагалось бесконечно большим. Этого оказывается



45

достаточно для ряда задач, например, для расчёта вклада данного процесса в со­

здание атмосферной или фотосферной структуры магнитара [157–159]. Однако

для решения других проблем, таких как резонансное обратное комптоновское

рассеяние мягких термальных фотонов на ультрарелятивистских электронах

и моделирование остывания магнитаров [154, 160, 161], требуется устранить

расходимости, возникающие в знаменателе пропагатора виртуального электро­

на [83, 84, 148, 162–164]. По этой причине получение относительно простых

аналитических выражений для коэффициента поглощения, а также сечения

рассеяния резонансного комптоновского рассеяния является актуальной зада­

чей.

Основные результаты данной главы опубликованы в работах [109–111].

2.2. Резонансный фотонейтринный процесс

Излучаетльная способность нейтрино, в предположении, что обратным

влиянием потерь энергии и импульса на состояние плазмы можно пренебречь,

определяется как нулевая компонента вектора энергии-импульса, передаваемо­

го в этом процессе от нейтрино единице объёма внешней среды за единицу

времени, и имеет следующий вид [29, 165]:

𝑄 =
1

𝑉

∫︁ ∏︁
𝑖

dΓ𝑖𝑓𝑖
∏︁
𝑓

dΓ𝑓(1± 𝑓𝑓) 𝑞
′
0

|𝒮𝑖𝑓 |2
𝜏

, (2.1)

где dΓ𝑖 (dΓ𝑓) – число состояний начальных (конечных) частиц; 𝑓𝑖 (𝑓𝑓) – соот­

ветствующие функции распределения, знак + (−) отвечает конечным бозонам

(фермионам); 𝑞 ′0 – энергия нейтринной пары; 𝑉 = 𝐿𝑥𝐿𝑦𝐿𝑧 – объем плазмы, 𝜏 –

время взаимодействия.

𝒮-матричный элемент для процесса 𝛾𝑒 → 𝑒𝜈𝜈 описывается диаграммами,

изображёнными на рис. 2.1 и может быть представлен в следующем виде:

𝒮𝛾𝑒→𝑒𝜈𝜈 =
i(2𝜋)3𝛿

(3)
0,𝑦,𝑧(𝑝+ 𝑞 − 𝑝 ′ − 𝑞 ′)

𝐿𝑦𝐿𝑧

√︀
25𝑉 3𝜔𝐸ℓ𝐸 ′

ℓ ′𝐸1𝐸2

ℳ𝛾𝑒→𝑒𝜈𝜈 , (2.2)
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Амплитуда ℳ𝛾𝑒→𝑒𝜈𝜈 может быть получена из формулы (1.30) Главы 1 с помо­

щью подстановок Γ𝑘′ = 𝛾𝛼(𝐶𝑉 + 𝐶𝐴𝛾5), 𝑗
′
𝑘′ = 𝐽𝛼, 𝑔𝑘′ =

𝐺𝐹√
2
, Γ𝑘 = 𝛾𝛽, 𝑗𝑘 = 𝜀𝛽,

𝑔𝑘 = 𝑒 и имеет следующий вид:

ℳ𝛾𝑒→𝑒𝜈𝜈 =
i𝑒𝐺𝐹√

2

∞∑︁
𝑛=0

∑︁
𝑠 ′′=±1

∫︁
d𝑋1d𝑌1e

−i𝑋1𝑞𝑥+i𝑌1𝑞
′
𝑥 × (2.3)

×
𝜑𝑠

′
𝑝 ′,ℓ ′(𝑌1)𝛾𝛼𝐽𝛼(𝐶𝑉 + 𝐶𝐴𝛾5)𝜑

𝑠 ′′
𝑝+𝑞,𝑛(𝑌1)𝜑

𝑠 ′′
𝑝+𝑞,𝑛(𝑋1)𝛾𝛽𝜀𝛽(𝑞)𝜑

𝑠
𝑝,ℓ(𝑋1)

(𝑝+ 𝑞)2‖ −𝑀 2
𝑛 + iℑ𝑠 ′′

Σ (𝑝+ 𝑞)
+

+
i𝑒𝐺𝐹√

2

∞∑︁
𝑛=0

∑︁
𝑠 ′′=±1

∫︁
d𝑋1d𝑌1e

i𝑋1𝑞
′
𝑥−i𝑌1𝑞𝑥 ×

×
𝜑𝑠

′
𝑝 ′,ℓ ′(𝑌1)𝛾𝛽𝜀𝛽(𝑞)𝜑

𝑠 ′′
𝑝−𝑞 ′,𝑛(𝑌1)𝜑

𝑠 ′′
𝑝−𝑞 ′,𝑛(𝑋1)𝛾𝛼𝐽𝛼(𝐶𝑉 + 𝐶𝐴𝛾5)𝜑

𝑠
𝑝,ℓ(𝑋1)

(𝑝− 𝑞 ′)2‖ −𝑀 2
𝑛 + iℑ𝑠 ′′

Σ (𝑝− 𝑞 ′)
.

Рис. 2.1. Диаграммы Фейнмана для реакции 𝛾𝑒 → 𝑒𝜈𝜈. Двойные линии обозначают, что

влияние внешнего поля на начальное и конечное состояние и на элеткронный пропагатор

учтено точно.

В приближении узкого резонансного пика с учётом факторизации квадра­

та 𝒮-матричного элемента (1.80) и выражения (1.77) нейтринную светимость (2.1)

для резонансного фотонейтринного процесса можно представить в виде:

𝑄𝛾𝑒→𝑒𝜈𝜈 =
1

𝐿𝑥

∞∑︁
𝑛=1

𝑛−1∑︁
ℓ,ℓ ′=0

∑︁
𝑠,𝑠 ′,𝑠 ′′=±1

∫︁
d3𝑘

(2𝜋)32𝜔
𝑓𝛾(𝜔)

d𝑝𝑦d𝑝𝑧
(2𝜋)22𝐸ℓ

× (2.4)

×𝑓𝑒(𝐸ℓ)
d𝑝 ′

𝑦d𝑝
′
𝑧

(2𝜋)22𝐸 ′
ℓ ′
[1− 𝑓𝑒(𝐸

′
ℓ ′)]

d𝑝 ′′
𝑦 d𝑝

′′

(2𝜋)2(2𝐸 ′′
𝑛 )

2Γ𝑠′′
𝑛

d3𝑝1
(2𝜋)32𝐸1

d3𝑝2
(2𝜋)32𝐸2

𝑞 ′0 ×

×(2𝜋)6𝛿
(3)
0,𝑦,𝑧(𝑝+ 𝑞 − 𝑝 ′′)𝛿(3)0,𝑦,𝑧(𝑝

′′ − 𝑝 ′ − 𝑞 ′)|ℳ𝑒ℓ𝛾→𝑒𝑛|2|ℳ𝑒𝑛→𝑒ℓ′𝜈𝜈|2 .

Полная ширина изменения состояния электрона может быть выражена
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через ширину рождения [166]:

Γ𝑠 ′′
𝑛 = Γ(𝑎𝑏𝑠) 𝑠 ′′

𝑛 + Γ(𝑐𝑟) 𝑠 ′′
𝑛 ≃ Γ(𝑐𝑟) 𝑠 ′′

𝑒𝑛→𝑒ℓ′𝛾

[︁
1 + e(𝐸

′′
𝑛−𝜇)/𝑇

]︁
(2.5)

Γ(𝑐𝑟) 𝑠 ′′
𝑛 =

𝑛−1∑︁
ℓ=0

∑︁
𝑠 ′′=±1

1

2𝐸 ′′
𝑛

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)32𝜔
𝑓𝛾(𝜔)× (2.6)

×d𝑝𝑦d𝑝𝑧
2𝐸ℓ

𝑓𝑒(𝐸ℓ)(2𝜋)
3𝛿

(3)
0,𝑦,𝑧(𝑝+ 𝑞 − 𝑝 ′′)|ℳ𝑒ℓ𝛾→𝑒𝑛|2 ,

Подставляя (2.5) и (2.6) в формулу (2.4) и выполняя несложные преобра­

зования, получаем следующее выражение для резонансной нейтринной свети­

мости за счёт процесса 𝑒𝛾 → 𝑒𝜈𝜈:

𝑄𝛾𝑒→𝑒𝜈𝜈 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑛−1∑︁
ℓ′=0

𝑄𝑒𝑛→𝑒ℓ′𝜈𝜈 , (2.7)

где

𝑄𝑒𝑛→𝑒ℓ′𝜈𝜈 =
1

𝐿𝑥

∫︁
d𝑝 ′′

𝑦 d𝑝
′′
𝑧

(2𝜋)2 2𝐸 ′′
𝑛

𝑓𝑒(𝐸
′′
𝑛 )

d𝑝 ′
𝑦d𝑝

′
𝑧

(2𝜋)2 2𝐸 ′
ℓ′
[1− 𝑓𝑒(𝐸

′
ℓ′)]×

× d3𝑝1
(2𝜋)3 2𝐸1

d3𝑝2
(2𝜋)3 2𝐸2

𝑞 ′0 (2𝜋)
3 𝛿

(3)
0,𝑦,𝑧(𝑝

′′ − 𝑝 ′ − 𝑞 ′)|ℳ𝑒𝑛→𝑒ℓ′𝜈𝜈|2 (2.8)

– это нейтринная светимость за счёт процесса 𝑒𝑛 → 𝑒ℓ′𝜈𝜈 [29]. Квадрат ампли­

туды 𝑒𝑛 → 𝑒ℓ′𝜈𝜈 может быть получен с помощью выражений (1.93-1.100) Главы

1 и представлен в следующем виде:

|ℳ𝑒𝑛→𝑒ℓ′𝜈𝜈|2 =
16

3
𝐺2

𝐹

(︁
𝐶2

𝑉 + 𝐶2
𝐴

)︁{︁ [︀
2𝑞 ′ 2(𝛽(𝑛+ ℓ ′) +𝑚2) +𝑚2𝑞 ′ 2⊥

]︀
×(2.9)

×
(︀
ℐ ′ 2
𝑛−1,ℓ ′ + ℐ ′ 2

𝑛,ℓ ′−1 − ℐ ′ 2
𝑛,ℓ ′ − ℐ ′ 2

𝑛−1,ℓ ′−1

)︀
− 𝑞 ′ 4

(︀
ℐ ′ 2
𝑛−1,ℓ ′ + ℐ ′ 2

𝑛,ℓ ′−1

)︀
+

+𝑚2𝑞 ′ 2
(︀
ℐ ′ 2
𝑛,ℓ ′ − ℐ ′ 2

𝑛−1,ℓ ′−1

)︀}︁
−𝐺2

𝐹

(︁
𝐶2

𝑉 − 𝐶2
𝐴

)︁
𝑚2
{︁
(2𝑞 ′ 2‖ − 𝑞 ′ 2⊥ )×

×
(︀
ℐ ′ 2
𝑛−1,ℓ ′ + ℐ ′ 2

𝑛,ℓ ′−1 − ℐ ′ 2
𝑛,ℓ ′ − ℐ ′ 2

𝑛−1,ℓ ′−1

)︀
+ 3𝑞 ′ 2

(︀
ℐ ′ 2
𝑛−1,ℓ ′ + ℐ ′ 2

𝑛,ℓ ′−1

)︀}︁
.

Постоянные 𝐶2
𝑉 = 0.93 и 𝐶2

𝐴 = 0.75 – это результат суммирования всех каналов

рождения нейтрино типов 𝜈𝑒, 𝜈𝜇, 𝜈𝜏 .
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Полученная светимость (2.8) совпадает вплоть до обозначений с результа­

тами работы [29].

На рис. 2.2 представлена зависимость светимости фотонейтринного про­

цесса от 𝜌6 = 𝜌/(106 г/см3) (𝜌 – плотность плазмы) для значений параметров

𝐵 = 50𝐵𝑒 и 𝑇 = 109 К с учётом резонанса (сплошная линия) и без учёта ре­

зонанса [76] (пунктирная линия). Как видно из графика, вследствие влияния

резонансных эффектов результаты для нейтринной светимости, полученные в

работе [76], являются заниженными при плотности 𝜌 & 6 × 108 г/см3 и при

вышеуказанных значениях магнитного поля и температуры.

200 400 600 800 1000
100

105

108

1011

1014

1017

ρ6

Q
эрг

с см3


Рис. 2.2. Зависимость светимости фотонейтринного процесса от плотности плазмы для зна­

чений параметров 𝐵 = 50𝐵𝑒 и 𝑇 = 109 К. Сплошная линия соответствует светимости резо­

нансного процесса, пунктирная – без учёта резонанса.

2.3. Резонансное комптоновское рассеяние

Вычислим теперь коэффициент поглощения фотона 1, в реакции 𝛾𝑒→ 𝛾𝑒,

где начальный и конечный электроны могут находиться на уровнях Ландау ℓ

и ℓ′ соответственно, а виртуальный электрон может занимать уровень 𝑛. Опре­

1 Под термином «коэффициент поглощения фотона» здесь и далее понимается вероятность изменения

состояния фотона за счет тех или иных квантовых процессов (рассеяние, расщепление, слияние и т.п.)
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деляя коэффициент поглощения согласно [40, 99], получим:

𝑊𝛾𝑒→𝛾𝑒 =
∞∑︁

ℓ,ℓ′=0

∫︁
d𝑝𝑦d𝑝𝑧𝐿𝑦𝐿𝑧

(2𝜋)2
𝑓𝑒(𝐸ℓ)

d𝑝′𝑦d𝑝
′
𝑧𝐿𝑦𝐿𝑧

(2𝜋)2
× (2.10)

×[1− 𝑓𝑒(𝐸ℓ′)]
d3𝑞′𝑉

(2𝜋)3
[1 + 𝑓𝛾(𝜔

′)]
∑︁

𝑠,𝑠′=±1

|𝒮𝑠 ′𝑠
𝑉 𝑉 |2
𝜏

.

Здесь 𝒮𝑠 ′𝑠
𝑉 𝑉 – 𝒮-матричный элемент процесса 𝛾𝑒 → 𝛾𝑒. Он может быть получен

из (1.29) заменой 𝑚𝑓 = 𝑚, 𝑔𝑉 = 𝑒 > 0, 𝑗𝑉 𝛼 = 𝜀𝛼(𝑞), 𝑗
′
𝑉 𝛼 = 𝜀*𝛼(𝑞

′), где 𝑞𝛼 = (𝜔,𝑘)

и 𝑞′𝛼 = (𝜔′,𝑘′) – 4-векторы начального и конечного фотонов соответственно,

𝜀𝛼(𝑞) и 𝜀𝛼(𝑞
′) – их векторы поляризации. Анализ дисперсионных свойств фо­

тонов в условиях магнитосфер радиопульсаров и магнитаров показывает, что

фотон в таких условиях может иметь два поляризационных состояния, опреде­

ляемых векторами 2:

𝜀(1)𝛼 (𝑞) =
(𝑞𝜙)𝛼√︀
𝑞2⊥
, 𝜀(2)𝛼 (𝑞) =

(𝑞𝜙)𝛼√︀
𝑞2‖
. (2.11)

Предполагая, что основной вклад в коэффициент поглощения фотона бу­

дут давать области резонансов, с учётом факторизации 𝒮-матричного элемен­
та (1.82), перепишем (2.10) в виде:

𝑊𝛾(𝜆)𝑒→𝛾(𝜆′)𝑒 ≃
∞∑︁
𝑛=1

𝑛−1∑︁
ℓ,ℓ′=0

∑︁
𝑠,𝑠′,𝑠′′=±1

∫︁
d𝑝𝑦d𝑝𝑧𝐿𝑦𝐿𝑧

(2𝜋)2
𝑓𝑒(𝐸ℓ)

d𝑝′𝑦d𝑝
′
𝑧𝐿𝑦𝐿𝑧

(2𝜋)2
×(2.12)

×[1− 𝑓𝑒(𝐸
′
ℓ′)]

d3𝑞′𝑉

(2𝜋)3
[1 + 𝑓𝛾(𝜔

′)]
d𝑝 ′′

𝑦 d𝑝
′′
𝑧 𝐿𝑦𝐿𝑧

(2𝜋)2 Γ𝑠′′
𝑛

|𝒮𝑠 ′′𝑠
𝑒ℓ𝛾(𝜆)→𝑒𝑛

|2
𝜏

|𝒮𝑠 ′𝑠′′

𝑒𝑛→𝑒ℓ′𝛾(𝜆′)|2

𝜏
,

где 𝜆, 𝜆′ = 1, 2 и связь 𝒮𝑠 ′′𝑠
𝑒ℓ𝛾(𝜆)→𝑒𝑛

с соответствующей амплитудой определяется

формулой (1.83), в которой 𝑗𝑓 → 𝑒ℓ𝛾
(𝜆), (𝑛, 𝑠′′) → 𝑒𝑛.

Аналогично выражению (2.5), Γ𝑠′′
𝑛 можно представить в виде:

Γ𝑠′′
𝑛 ≃ Γ(𝑎𝑏𝑠) 𝑠′′

𝑒𝑛→𝑒ℓ′𝛾

[︁
1 + e−(𝐸 ′′

𝑛−𝜇)/𝑇
]︁
, (2.13)

2 Подробнее о дисперсии фотона в активной среде см. Главу 3 данной диссертации и [40, 84].
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где введена ширина поглощения электрона в процессе 𝑒𝑛 → 𝑒ℓ′𝛾

Γ(𝑎𝑏𝑠) 𝑠′′
𝑒𝑛→𝑒ℓ′𝛾

=
𝑛−1∑︁
ℓ′=0

∑︁
𝑠′=±1

2∑︁
𝜆′=1

∫︁
d𝑝′𝑦d𝑝

′
𝑧𝐿𝑦𝐿𝑧

(2𝜋)2
[1− 𝑓𝑒(𝐸ℓ′)]× (2.14)

× d3𝑞′𝑉

(2𝜋)3
[1 + 𝑓𝛾(𝜔

′)]
|𝒮𝑠 ′𝑠′′

𝑒𝑛→𝑒ℓ′𝛾(𝜆′)|2

𝜏
.

Подставляя (2.13) в (2.12) с учётом (2.14) и суммируя по поляризациям

конечных фотонов, получим

𝑊𝛾(𝜆)𝑒→𝛾𝑒 ≃
∞∑︁
𝑛=1

𝑛−1∑︁
ℓ=0

∑︁
𝑠,𝑠′′=±1

∫︁
d𝑝𝑦d𝑝𝑧𝐿𝑦𝐿𝑧

(2𝜋)2
𝑓𝑒(𝐸ℓ)× (2.15)

×d𝑝 ′′
𝑦 d𝑝

′′
𝑧 𝐿𝑦𝐿𝑧

(2𝜋)2
[1− 𝑓𝑒(𝐸

′′
𝑛)]

|𝒮𝑠 ′′𝑠
𝑒ℓ𝛾(𝜆)→𝑒𝑛

|2
𝜏

.

Интегрируя это выражение с учётом формул (1.93) - (1.96) Главы 1, полу­

чим следующие парциальные вклады в коэффициент поглощения:

𝑊𝛾(1)𝑒→𝛾𝑒 =
𝛼𝛽

2𝜔

∞∑︁
ℓ=0

∞∑︁
𝑛=𝑛0

∑︁
𝜖=±1

𝑓𝑒(𝐸
𝜖
ℓ)[1− 𝑓𝑒(𝐸

𝜖
ℓ + 𝜔)]√︁

(𝑀 2
𝑛 −𝑀 2

ℓ − 𝑞2‖ )
2 − 4𝑞2‖𝑀

2
ℓ

× (2.16)

×
{︂
[2𝛽(𝑛+ ℓ)− 𝑞2‖ ](ℐ2

𝑛,ℓ−1 + ℐ2
𝑛−1,ℓ)− 8𝛽

√
ℓ𝑛ℐ𝑛,ℓ−1ℐ𝑛−1,ℓ

}︂
,

𝑊𝛾(2)𝑒→𝛾𝑒 =
𝛼𝛽

2𝜔

∞∑︁
ℓ=0

∞∑︁
𝑛=𝑛0

∑︁
𝜖=±1

𝑓𝑒(𝐸
𝜖
ℓ)[1− 𝑓𝑒(𝐸

𝜖
ℓ + 𝜔)]√︁

(𝑀 2
𝑛 −𝑀 2

ℓ − 𝑞2‖ )
2 − 4𝑞2‖𝑀

2
ℓ

× (2.17)

×
{︂[︂

(2𝛽(𝑛− ℓ))2

𝑞2‖
− 2𝛽(𝑛+ ℓ)− 4𝑚2

]︂
(ℐ2

𝑛,ℓ + ℐ2
𝑛−1,ℓ−1)− 8𝛽

√
ℓ𝑛ℐ𝑛,ℓℐ𝑛−1,ℓ−1

}︂
,

𝐸𝜖
ℓ =

1

2𝑞2‖

[︂
𝜔
(︀
𝑀 2

𝑛 −𝑀 2
ℓ − 𝑞2‖

)︀
+ 𝜖𝑘𝑧

√︁(︀
𝑀 2

𝑛 −𝑀 2
ℓ − 𝑞2‖

)︀2 − 4𝑞2‖𝑀
2
ℓ

]︂
.

В (2.16) и (2.17) нижний предел суммирования по 𝑛 определяется из закона

сохранения энергии и импульса следующим образом:

𝑛0 = ℓ+

[︃
𝑞2‖ + 2𝑀ℓ

√︀
𝑞2‖

2𝛽

]︃
, (2.18)

где [𝑥] – целая часть числа 𝑥.
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В недавней работе [84] исследовался процесс комптоновского рассеяния в

магнитных полях 𝐵 ∼ 1012−1015 Гс, характерных для магнитосфер радиопуль­

саров и магнитаров, без 𝛿-функциональной аппроксимации резонансных пиков.

Поэтому представляет интерес провести сравнительный анализ полученных на­

ми результатов с соответствующими результатами работы [84]. Исходя из (2.15)

и следуя авторам [84], введем сечение процесса 𝛾𝑒→ 𝛾𝑒, проинтегрированное по

начальным электронам с функцией распределения 𝑓(𝐸ℓ) при 𝜇 = 0, следующим

образом

𝜎*𝜆 =
1

𝑁𝑒

∫︁
d𝑊𝛾(𝜆)𝑒→𝛾𝑒

𝑗
, (2.19)

где 𝑗 = |(𝑝𝜙𝑞)|/(𝐸𝜔𝑉 ) – плотность потока падающих частиц в продольном, по

отношению к магнитному полю, подпространстве,

𝑁𝑒 =
𝛽

(2𝜋)2

∞∑︁
ℓ=0

(2− 𝛿ℓ,0)

∞∫︁
−∞

d𝑝𝑧𝑓𝐸ℓ
(2.20)

– концентрация электронов во внешнем магнитном поле. Кроме того, для па­

раметров поля и плазмы, характерных для магнитосфер радиопульсаров [21],

мы можем пренебречь изменением (по сравнению с незамагниченным вакуу­

мом) дисперсионных свойств фотонов, положив 𝑘𝑧 = 𝜔 sin 𝜃, где 𝜃 - угол между

импульсом фотона и направлением магнитного поля. В силу этого, в области

энергий фотонов 𝜔 ≪ 𝑚 перенормировка волновой функции фотона также ста­

новится несущественной. Отметим, что данное утверждение заведомо не будет

справедливым вблизи циклотронных резонансов, когда 𝑞2‖ ≃ (𝑀𝑛 +𝑀ℓ)
2 (см.,

например, [40]).

Результаты численного анализа отношения 𝜎*𝜆/𝜎𝑇 , (напомним, что 𝜎𝑇 =

8𝜋𝛼2/(3𝑚2) – томпсоновское сечение) представлены на Рис. (2.3) и (2.4).

Полученные оценки в окрестности резонансных пиков хорошо согласуют­

ся с соответствующими результатами работы [84]. Следовательно, применение

приближения (1.79) правомочно в области полей 𝐵 ∼ 1012 Гс, характерных для
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Рис. 2.3. Сечение (в единицах 𝜎𝑇 ) рассеяния фотона моды 1, 𝛾(1)𝑒→ 𝑒, в сильном магнитном

поле 𝐵 = 5×1012 Гс, проинтегрированное по начальным электронам с функцией распределе­

ния 𝑓𝐸ℓ
при 𝑇 = 20 кэВ и 𝜇 = 0, как функция энергии (в единицах массы электрона) фотона

для различных значений углов между импульсом фотона и направлением магнитного поля:

𝜃 = 90∘ – сплошная кривая, 𝜃 = 60∘ – пунктирная кривая, 𝜃 = 30∘ – точечная кривая.

радиопульсаров. С другой стороны, полученные нами коэффициенты поглоще­

ния фотона (2.16) и (2.17) имеют относительно простой вид и, следовательно,

оказываются гораздо более удобными в применении к решению задачи перено­

са излучения по сравнению с численно полученными результатами работы [84].

Отметим (см. рис. 2.3 и 2.4), а также (2.16) и (2.17)), что коэффициенты погло­

щения фотона для обеих мод имеют узкие максимумы, соответствующие значе­

ниям энергии фотона 𝜔𝑛ℓ = (𝑀𝑛 −𝑀ℓ)/ sin 𝜃, хорошо известные в литературе

(см., например, [167–169]).
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Рис. 2.4. Cечение (в единицах 𝜎𝑇 ) рассеяния фотона моды 2, 𝛾(2)𝑒→ 𝑒, в сильном магнитном

поле 𝐵 = 5×1012 Гс, проинтегрированное по начальным электронам с функцией распределе­

ния 𝑓𝐸ℓ
при 𝑇 = 20 кэВ и 𝜇 = 0, как функция энергии (в единицах массы электрона) фотона

для различных значений углов между импульсом фотона и направлением магнитного поля:

𝜃 = 90∘ – сплошная кривая, 𝜃 = 60∘ – пунктирная кривая, 𝜃 = 30∘ – точечная кривая.
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Глава 3

Процесс расщепления фотона в сильном

магнитном поле с учётом влияния зарядово

несимметричной плотной плазмы и позитрония

3.1. Введение

Процесс расщепления фотона, 𝛾 → 𝛾𝛾, запрещённый в вакууме законом

сохранения зарядовой чётности, известным как теорема Фарри, становится раз­

решённым в присутствии внешнего поля или плазмы, меняющих как амплитуду

взаимодействия, так и дисперсионные свойства фотонов. Несмотря на длитель­

ную историю исследований интерес к этому процессу не утихает в связи с его

возможными астрофизическими приложенями.

Впервые вероятность расщепления фотона в слабом магнитном поле (𝐵 ≪
𝐵𝑒) и при малых энергиях фотона (𝜔 ≪ 𝑚) была вычислена в работах [85, 86]. В

более детальном исследовании [87] получены правила отбора по поляризациям

и показано, что в коллинеарном пределе только одна конфигурация фотонов

оказалась разрешённой: 𝛾1 → 𝛾2𝛾2 (канал 𝛾1 → 𝛾1𝛾2 не запрещён, но сильно по­

давлен). В той же работе вычислена амплитуда расщепления фотона при энер­

гии начального фотона меньше порога рождения электрон-позитронной пары

(𝜔 6 2𝑚) для произвольной напряжённости поля.

Одно из проявлений данного процесса в астрофизике заключается в смяг­

чении спектра излучения от нейтронных звёзд. В частности, предполагается,

что с его помощью можно объяснить особенности гамма-спектров некоторых

радиопульсаров [95]. В [14, 170] были предложены модели, объясняющие обре­

зание спектров источников мягких повторяющихся гамма-всплесков действием

процесса 𝛾 → 𝛾𝛾.
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Ещё одним интересным приложением рассматриваемого процесса являет­

ся объяснение особенностей радио-излучения аномальных рентгеновских пуль­

саров и источников мягких повторяющихся гамма-всплесков. Поскольку у рас­

щепления фотона нет кинематического порога, энергичные фотоны, распростра­

няющиеся под малыми углами по отношению к магнитному полю, могут расщеп­

ляться прежде, чем достигнут порога рождения пары. Таким образом процесс

может изменять эффективность производства электрон-позитронной плазмы,

необходимой для создания наблюдаемого радио-излучения [96–98].

Расщепление фотона также должно учитываться в модели вспышек у ис­

точников мягких повторяющихся гамма-всплесков [14, 34]. Рассматриваемый

процесс играет роль регулятора температуры внешней фотосферы долго живу­

щей области, занятой захваченной магнитным полем горячей 𝑒+𝑒− плазмой и

находящимися в термодинамическом равновесии с ней фотонами (так называе­

мый «trapped fireball»).

Во всех рассматриваемых астрофизических приложениях реакция 𝛾 → 𝛾𝛾

происходит в присутствии плазмы, которая может иметь высокую плотность и

температуру. Влияние плазмы на вероятность расщепления фотона проявляет­

ся двумя путями. С одной стороны, она модифицирует дисперсионные свойства

фотонов, с другой – изменяет амплитуду процесса. Первый фактор был рас­

смотрен в работах [87, 171]. Было показано, что присутствие холодной и слабо

замагниченной плазмы не меняет правила отбора, если плотность плазмы не

слишком велика (𝑛𝑒 6 1019 см−3) [87]. В работе [171] была вычислена вероят­

ность процесса с учётом влияния плазмы на дисперсию фотонов, но с исполь­

зованием амплитуд, полученных в присутствии слабого магнитного поля, но не

плазмы. Было показано, что при таком подходе влияние плазмы пренебрежимо

мало везде, кроме очень узкого диапазона параметров плазмы и магнитного

поля.

Изменение амплитуды расщепления фотона в присутствии магнитного по­

ля и плазмы было рассмотрено в [172, 173] на основе эффективного лагран­
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жиана Эйлера-Гейзенберга с учётом термальных поправок в одно- и двухпетле­

вых приближениях. Было показано, что в низкотемпературном пределе процесс

𝛾 → 𝛾𝛾 может конкурировать с другими реакциями поглощения, такими как

эффект Комптона.

Другой подход был рассмотрен в [174]. В этой работе амплитуды и ко­

эффициент поглощения расщепления фотона в пределе сильного поля были

вычилены с учётом изменения электронного пропагатора в магнитном поле.

Основным результатом был вывод о том, что влияние плазмы является прене­

брежимо малым. Тем не менее оценки коэффициента поглощения, полученные

там, неточны в высокоэнергетическом пределе, т.к. использованные выражения

применимы только для низкоэнергетических приближений. В работах [172–174]

не рассматривались эффекты, связанные с влиянием плазмы на дисперсионные

свойства фотонов.

Исследование процесса 𝛾 → 𝛾𝛾 в сильном магнитном поле с учётом того,

что дисперсия фотона приводит к значительным отклонениям от коллинеарной

кинематики, было проведено в [27]. В сильно замагниченной плазме расщепле­

ние фотона с учётом неколлинеарности кинематики и больших радиационных

поправок было рассмотрено в [99]. В этой работе были получены модифици­

рованные правила отбора по поляризациям: запрещённый в отсутствие плаз­

мы канал 𝛾2 → 𝛾1𝛾1 оказался открыт, а вероятности в каналах 𝛾1 → 𝛾1𝛾2 и

𝛾1 → 𝛾2𝛾2 подавлены по сравнению со случаем только магнитного поля. Кроме

того, в ней было проведено сравнение вероятностей процессов расщепления и

слияния фотонов с комптоновским рассеянием и было показано, что расщепле­

ние фотона может конкурировать с эффектом Комптона при условии наличии

разреженной плазмы (𝑇 ≪ 𝑚𝑒) и в результате может иметь вклад в форми­

рование спектров аномальных рентгеновских пульсаров и источников мягких

повторяющихся гамма-всплесков.

Дополнительным фактором помимо плазмы, изменяющим дисперсионные

свойства фотона, может быть влияние позитрония. На первый взгляд его вклад
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в поляризационный оператор фотона должен быть следующего порядка мало­

сти по постоянной тонкой структуры 𝛼 ≃ 1/137, однако в сильном магнитном

поле он приводит к существенному изменению дисперсионных свойств фотона

в окрестности циклотронного резонанса [103], что, в свою очередь, влияет на

вероятность самого процесса. В работе [105] было исследовано влияние позитро­

ния на дисперсионные свойства и амплитуды процесса радиационного распада

нейтрино, 𝜈 → 𝜈𝛾, в сильном магнитном поле. Было показано, что учёт эффек­

тов, связанных с позитронием, приводит к значительному увеличению вероят­

ности данного процесса. Естественно ожидать, что такое влияние позитрония

на дисперсию фотона приведёт к изменению вероятности процесса расщепления

фотона.

Таким образом, анализ процесса расщепления фотона в присутствии за­

магниченной плазмы и в магнитном поле с учётом влияния позитрония пред­

ставляет собой актуальную задачу.

Основные результаты главы 3 данной диссертации опубликованы в [112,

113].

3.2. Дисперсия фотона в зарядово несимметричной

плотной плазме

Распространение излучения в любой активной среде удобно описывать в

терминах нормальных мод, то есть на языке собственных функций и собствен­

ных значений поляризационного оператора 𝒫𝛼𝛽, которые определяют дисперси­

онные свойства фотона.

Любой тензор может быть представлен в ковариантной форме при разло­

жении по ортогональному базису, который может быть построен с помощью

только четырёхмерного вектора энергии-импульса фотона и тензора электро­
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магнитного поля. Этот базис имеет следующий вид [175]:

𝑏(1)𝜇 = (𝜙𝑞)𝜇, 𝑏(2)𝜇 = (𝜙𝑞)𝜇, (3.1)

𝑏(3)𝜇 = 𝑞2 (Λ𝑞)𝜇 − 𝑞𝜇 𝑞
2
⊥, 𝑏(4)𝜇 = 𝑞𝜇,

являющихся собственными векторами поляризационного оператора в постоян­

ном однородном магнитном поле. При этом (𝑏(1)𝑏*(1)) = −𝑞2⊥, (𝑏(2)𝑏*(2)) = −𝑞2‖ ,
(𝑏(3)𝑏*(3)) = −𝑞2𝑞2‖ 𝑞2⊥, (𝑏(4)𝑏*(4)) = 𝑞2.

В этом базисе будем иметь следующее разложение 𝒫𝛼𝛽 по собственным

векторам 𝑟
(𝜆)
𝛼 в замагниченной плазме с соответствующими собственными зна­

чениями κ(𝜆) [76, 116, 176, 177]:

𝒫𝛼𝛽 =
3∑︁

𝜆=1

κ(𝜆)
𝑟
(𝜆)
𝛼 (𝑟

(𝜆)
𝛽 )*

(𝑟(𝜆))2
, 𝑟

(𝜆)
𝛽 =

3∑︁
𝑖=1

𝐴
(𝜆)
𝑖 𝑏

(𝑖)
𝛽 , (3.2)

где комплексные коэффициенты 𝐴
(𝜆)
𝑖 определяются следующими выражениями

с точностью до 𝑂(1/𝛽2) [76, 116]:

𝐴
(1,3)
1 = ∓

√︃
𝑞4⊥ + (6Δ𝑁 𝜔)2

𝑞2

𝑞2‖
− 𝑞2⊥ , (3.3)

𝐴
(1,3)
2 = i

Δ𝑁 𝑘𝑧 𝑞
2
⊥

2𝛽𝒟(𝑞‖) 𝑞2‖

[︃
±
√︃
𝑞4⊥ + (6Δ𝑁 𝜔)2

𝑞2

𝑞2‖
+ 𝑞2⊥

]︃
,

𝐴
(1,3)
3 = −i

6Δ𝑁 𝜔

𝑞2‖
, 𝐴

(2)
1 = −i

Δ𝑁 𝑘𝑧
2𝛽𝒟(𝑞‖)

, 𝐴
(2)
2 = 1 , 𝐴

(2)
3 = 0 .

Здесь

Δ𝑁 = 2𝑝𝐹 = 2
√︀
𝜇2 −𝑚2 , (3.4)

𝒟(𝑞‖) = −𝒥 (𝑞‖)−𝐻

(︂
𝑞2‖
4𝑚2

)︂
, (3.5)

𝐻(𝑧) =
1√︀

𝑧(1− 𝑧)
arctg

√︂
𝑧

1− 𝑧
− 1 , 0 6 𝑧 6 1 , (3.6)

𝐻(𝑧) = − 1

2
√︀
𝑧(𝑧 − 1)

ln

√
𝑧 +

√
𝑧 − 1√

𝑧 −
√
𝑧 − 1

− 1 +
i𝜋

2
√︀
𝑧(𝑧 − 1)

, 𝑧 > 1.
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В зарядово несимметричной холодной плазме (𝑇 ≪ 𝜇−𝑚) величина 𝒥 (𝑞‖)

может быть представлена в виде:

𝒥 (𝑞‖) = − 1

2
√︀
𝑧(1− 𝑧)

(︂
arctg

[︂
𝑣𝐹 − 𝑣𝜑 + 𝑧𝑣𝐹 (𝑣

2
𝜑 − 1)

(𝑣2𝜑 − 1)
√︀
𝑧(1− 𝑧)

]︂
+ (3.7)

+arctg

[︂
𝑣𝐹 + 𝑣𝜑 + 𝑧𝑣𝐹 (𝑣

2
𝜑 − 1)

(𝑣2𝜑 − 1)
√︀
𝑧(1− 𝑧)

]︂)︂
, 0 6 𝑧 6 1,

𝒥 (𝑞‖) = − 1

4
√︀
𝑧(𝑧 − 1)

(︂
ln

[︂
𝑣𝐹 − 𝑣𝜑 + (𝑣2𝜑 − 1)(𝑧𝑣𝐹 −

√︀
𝑧(𝑧 − 1) )

𝑣𝐹 − 𝑣𝜑 + (𝑣2𝜑 − 1)(𝑧𝑣𝐹 +
√︀
𝑧(𝑧 − 1) )

]︂
+ (3.8)

+ ln

[︂
𝑣𝐹 + 𝑣𝜑 + (𝑣2𝜑 − 1)(𝑧𝑣𝐹 −

√︀
𝑧(𝑧 − 1) )

𝑣𝐹 + 𝑣𝜑 + (𝑣2𝜑 − 1)(𝑧𝑣𝐹 +
√︀
𝑧(𝑧 − 1) )

]︂)︂
− i𝜋Θ(𝑣𝐹 |𝑣𝜑| − 1)

2
√︀
𝑧(𝑧 − 1)

, 𝑧 > 1,

𝑧 =
𝑞2‖
4𝑚2

, 𝑣𝐹 =

√︀
𝜇2 −𝑚2

𝜇
, 𝑣𝜑 =

𝜔

𝑞𝑧
, (3.9)

Θ(𝑥) – тета-функция,

В холодной, почти вырожденной, умеренно релятивистской плазме выпол­

няется условие Δ𝑁/(2𝑚) ≃ 𝑣𝐹 ≪ 1. При этом выражения (3.3) приводят к

такому же уравнению дисперсии и физическим модам, что и в замагниченном

вакууме:

𝜀(1)𝛼 (𝑞) =
(𝑞𝜙)𝛼√︀
𝑞2⊥
, 𝜀(2)𝛼 (𝑞) =

(𝑞𝜙)𝛼√︀
𝑞2‖
. (3.10)

В данном приближении собственные значения оператора поляризации име­

ют следующий вид:

κ(1) = − 𝛼

3𝜋
𝑞2⊥ +𝑂

(︂
1

𝛽2

)︂
, (3.11)

κ(2) =
2𝛼

𝜋
𝛽𝒟(𝑞‖) +𝑂

(︂
1

𝛽

)︂
, (3.12)

κ(3) = 𝑂

(︂
1

𝛽2

)︂
. (3.13)

Как видно из выражения (3.11), собственное значение поляризационного

оператора для фотона моды 1 остаётся с точностью до 𝑂(1/𝛽) таким же, как
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и в замагниченном вакууме. Закон дисперсии для него пренебрежимо мало от­

личается от вакуумного, 𝑞2 = 0. С другой стороны, для фотона моды 2 он су­

щественно отличается от случая замагниченной плазмы. В соотношении между

𝑞2‖ и 𝑞2⊥ возникает зависимость от угла между направлением магнитного поля

и импульса фотона: 𝑞2‖ = 𝑞2‖ (𝑞
2
⊥, 𝜃). Закон дисперсии для фотона второй моды в

присутствии сильно замагниченной холодной плазмы является решением урав­

нения

𝑞2 − κ(2) = 0 (3.14)

и изображён на рис. 3.1 и 3.2 для различных значений химического потенциала,

импульса фотона и угла между ним и направлением магнитного поля.

0 1 2 3 4 5
0

1

2

3

4

5

q2‖
4m2

q2⊥
4m2

Рис. 3.1. Закон дисперсии фотона 2 моды в сильном магнитном поле (𝐵/𝐵𝑒 = 200) и вырож­

денной (𝑇 = 0) плазме для значений химического потенциала: 𝜇 = 1 МэВ (верхняя кривая),

𝜇 = 0.75 МэВ (средняя кривая) и 𝜇 = 0.5 МэВ (нижняя кривая). Штриховая линия соответ­

ствует вакуумному закону дисперсии, 𝑞2 = 0. Угол 𝜃 между направлением магнитного поля

и импульсом фотона равен 𝜋/2

Как видно на рис. 3.1, порог рождения электрон-позитронной пары сме­

щается со значения 𝑞2‖ = 4𝑚2 до:

𝑞2‖ = 2
(︁
𝜇2 − 𝑝𝐹 |𝑘𝑧|+ 𝜇

√︀
(𝑝𝐹 − |𝑞𝑧|)2 +𝑚2

)︁
. (3.15)
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Рис. 3.2. Закон дисперсии фотона 2 моды в сильном магнитном поле (𝐵/𝐵𝑒 = 200) и вы­

рожденной (𝑇 = 0) плазме для 𝜇 = 0.75 МэВ в зависимости от угла 𝜃 между направлением

магнитного поля и импульсом фотона при 𝜃 = 𝜋/2 (верхняя кривая), 𝜃 = 𝜋/4 (средняя

кривая) и 𝜃 = 𝜋/12 (нижняя кривая). Штриховая линия соответствует вакуумному закону

дисперсии, 𝑞2 = 0.

Из выражений (3.7) и (3.6) следует, что собственное значение поляризаци­

онного оператора для фотона 2 моды, κ(2), становится большим вблизи порога

рождения 𝑒+𝑒− пары (см. рис. 3.1 и 3.2), что указывает на необходимость учёта

перенормировки волновой функции:

𝜀(2)𝛼 (𝑞) → 𝜀(2)𝛼 (𝑞)
√︀
𝑍2, 𝑍−1

2 = 1− 𝜕κ(2)(𝑞)

𝜕𝜔2
. (3.16)

Для фотона второй моды в присутствии замагниченной плазмы, в отли­

чие от замагниченного вакуума, существует кинематическая область, в которой

𝑞2 > 0 (см. рис. 3.1 и 3.2), что связано с появлением эффективной массы фото­

на. Это приводит к модификации правил отбора по поляризациям для процесса

расщепления фотона по сравнению со случаем чистого магнитного поля. В об­

ласти 𝑞2 > 0 открывается новый канал, 𝛾2 → 𝛾1𝛾1, запрещённый в отсутствие

плазмы, а каналы 𝛾1 → 𝛾1𝛾2 и 𝛾1 → 𝛾2𝛾2, открытые в замагниченном вакууме,

оказываются запрещёнными.
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3.3. Дисперсия фотона в сильном магнитном поле с

учётом влияния позитрония

Вклад возбуждённых состояний позитрония в поляризационный оператор

фотона подавлен относительно вклада основного состояния фактором порядка

𝐵/(𝐵𝑒𝛼
2) ≫ 1 [103]. Рождение позитрония в основном состоянии фотоном моды

1 или однофотонный распад на него кинематически запрещены, таким образом,

закон дисперсии для фотона первой моды не изменяется и остаётся практически

вакуумным, 𝑞2 = 0.

Закон дисперсии для фотона моды 2 определяется из уравнения 𝑞2 −κ(2)
𝑝𝑜𝑠,

где собственное значение поляризационного оператора в сильном магнитном

поле и с учётом влияния позитрония имеет следующий вид [105]:

κ(2)
𝑝𝑜𝑠 = −𝛼𝛽e−𝜌

(︂
2

𝜋
𝐻(𝑣) +

2𝜆𝑣

1− 𝜆2 − 𝑣

)︂
, (3.17)

где 𝜌 = 𝑞2⊥/2𝛽, 𝑣 = 𝑞2‖ /4𝑚
2, функция 𝐻(𝑧) определяется формулой (3.6),

𝜆 =
𝛼

2

(︀
ln(4.5𝑢)− 2.44 ln(ln 0.15𝑢))

)︀
, (3.18)

𝑢 =
𝛽

𝛼2

exp(𝐸𝑖(−𝜌))
𝜌

≫ 1 ,

𝐸𝑖 - интегральная показательная функция:

𝐸𝑖(−𝜉) =
−𝜉∫︁

−∞

exp 𝑡

𝑡
d𝑡, (3.19)

Поляризационный оператор с учётом влияния связанной электрон-пози­

тронной пары позволяет найти закон дисперсии, 𝑞2‖ (𝑞
2
⊥), для фотона второй

моды в окрестности циклотронного резонанса, 𝑞2‖ = 4𝑚2, в которой влияние

позитрония велико. Спектральная линия фотона расщепляется на две (сплош­

ные линии на рис. 3.3). Верхняя из них с ростом 𝑞2‖ асимптотически стремится к

спектральной линии свободной покоящейся относительно друг друга 𝑒+𝑒−-пары
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Рис. 3.3. Закон дисперсии для фотона второй моды с учётом вклада связанной 𝑒+𝑒−-пары в

сильном магнитном поле, 𝐵 = 200𝐵𝑒. Пунктирная кривая - спектральная линия фотона без

учёта вклада позитрония, точечная кривая – спектральная линия позитрония.

(пунктирная кривая), а нижняя приближается к спектральной линии позитро­

ния, 𝑞2‖ /4𝑚
2 = 1− 𝜆2(𝑞2⊥) (она изображена точками).

Как видно из формулы (3.17), собственное значение поляризационного

оператора для фотона второй моды становится большим в окрестности цикло­

тронного резонанса. Поэтому необходимо учитывать перенормировку волновой

функции фотона (3.16).

Модифициованный с учётом вклада позитрония поляризационный опера­

тор определяет новые правила отбора для процесса 𝛾 → 𝛾𝛾. Так, существование

кинематической области для верхней ветви дисперсии (см. рис. 3.3), где 𝑞2 > 0,

открывает новый канал реакции, 𝛾2 → 𝛾1𝛾1, который полагался закрытым в ис­

следованиях, в которых не учитывалось влияние электрон-позитронной пары.

В то же время каналы 𝛾1 → 𝛾2𝛾2 и 𝛾1 → 𝛾1𝛾2 в этой же области оказываются

закрыты.
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3.4. Вероятность для процесса расщепления фотона в

зарядово несимметричной плотной плазме.

Для различных астрофизических приложений и, в частности, анализа пе­

реноса излучения, представляет самостоятельный интерес вычислить коэффи­

циент поглощения фотона в реакции 𝛾 → 𝛾𝛾, который можно представить в

виде [178]:

𝑊𝜆→𝜆′𝜆′′ =
𝑔𝜆′𝜆′′

32𝜋2𝜔𝜆

∫︁
|ℳ𝜆→𝜆′𝜆′′ |2 𝑍𝜆𝑍𝜆′𝑍𝜆′′ [1 + 𝑓𝛾(𝜔𝜆′)]× (3.20)

×[1 + 𝑓𝛾(𝜔𝜆′)]𝛿(𝜔𝜆(k)− 𝜔𝜆′(k− k
′′
)− 𝜔𝜆′′(k

′′
))

d3𝑘
′′

𝜔𝜆′𝜔𝜆′′
,

где 𝜆 = 1, 2 обозначает поляризацию начального фотона, 𝜆
′
, 𝜆

′′
- поляризацию

конечных фотонов. 𝑞𝛼 = (𝜔𝜆,k) – 4-вектор энергии-импульса начального фото­

на, 𝑞′𝛼 = (𝜔𝜆′,k′) и 𝑞′′𝛼 = (𝜔𝜆′′,k′′) – конечных фотонов. 𝑓𝛾 – равновесная функция

распределения фотонов, фактор 𝑔𝜆′𝜆′′ = 1− (1/2) 𝛿𝜆′𝜆′′ введен для учета возмож­

ной тождественности фотонов в конечном состоянии.

В пределе холодной плотной плазмы, 𝑇 ≪ 𝜇 − 𝑚, в расщеплении будут

участвовать в основном фотоны с энергией 𝜔 ∼ 𝑇 . При этом канал 𝛾2 → 𝛾1𝛾1

будет основным.

Парциальная амплитуда рассеяния для канала 𝛾2 → 𝛾1𝛾1 может быть по­

лучена из результатов работ [99, 178] и представлена в виде (см. также Прило­

жение Б):

ℳ2→11 = i4𝜋
(︁𝛼
𝜋

)︁ 3
2 (𝑞 ′𝜙𝑞 ′′)(𝑞 ′𝜙𝑞 ′′)√︀

𝑞2‖ 𝑞
′2
⊥ 𝑞

′′2
⊥

𝒟(𝑞⊥) , (3.21)

где 𝒟(𝑞⊥) задаётся формулой (3.4).

Если пренебречь влиянием стимулирующего излучения конечных фотонов

(𝑓𝛾(𝜔𝜆′) = 𝑓𝛾(𝜔𝜆′′) = 0), то коэффициент поглощения фотона в сильно замагни­

ченной холодной плазме (3.20) можно представить в виде:

𝑊2→11 =
𝛼3

8𝜋2
𝑍2𝒟2(𝑞‖)

𝑞2⊥
𝜔

ℱ
(︃√︃

𝑞2‖
𝑞2⊥

)︃
Θ(𝑞2) , (3.22)
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где

ℱ(𝑧) = 2 ln 𝑧 − 1 + 𝑧−2 . (3.23)

На рис. 3.4 вероятность поглощения фотона для канала 𝛾2 → 𝛾1𝛾1 пред­

ставлен как функция энергии начального фотона для случая, когда фотон рас­

пространяется поперек направления магнитного поля для значений химическо­

го потенциала 1 МэВ и 0.75 МэВ.
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Рис. 3.4. Вероятность расщепления фотона по каналу 𝛾2 → 𝛾1𝛾1 в сильном магнитном поле

(𝐵/𝐵𝑒 = 200) и холодной (𝑇 = 50 кэВ) плазме при химическом потенциале 1 МэВ (сплошная

линия) и 0.75 МэВ (штриховая линия). Здесь 𝜃 = 𝜋/2, 𝑊0 = (𝛼/𝜋)3𝑚 ≃ 3.25 · 102см−1

Зависимость вероятности поглощения фотона по каналу расщепления 𝛾2 →
𝛾1𝛾1 от угла между импульсом начального фотона и направлением магнитного

поля при химическом потенциале 0.75 МэВ представлена на рис. 3.5.

3.5. Вероятность для процесса расщепления фотона в

сильном магнитном поле с учётом влияния

позитрония

Для анализа процесса воспользуемся амплитудами расщепления фотона

в сильном магнитном поле. Они могут быть представлены в следующем ви­
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Рис. 3.5. Зависимость вероятности расщепления фотона по каналу 𝛾2 → 𝛾1𝛾1 от угла между

импульсом начального фотона и направлением магнитного поля при различных энергиях

начального фотона (𝐵/𝐵𝑒 = 200, 𝑇 = 50 кэВ, 𝜇 = 0.75 МэВ). Числа на кривых соответ­

ствуют отношению 𝜔/2𝑚. 𝑊0 = (𝛼/𝜋)3𝑚 ≃ 3.25 · 102см−1

де [179]:

ℳ1→12 = −i 4𝜋
(︁𝛼
𝜋

)︁
3/2 (𝑞′𝜙𝑞′′)(𝑞′𝜙𝑞′′)√︀

𝑞2‖ 𝑞
′2
⊥ 𝑞

′′2
⊥

𝐻

(︂
𝑞′′2‖

4𝑚2

)︂
, (3.24)

ℳ1→22 = −i 4𝜋
(︁𝛼
𝜋

)︁
3/2 (𝑞′𝑞′′)‖√︀

𝑞2‖ 𝑞
′2
⊥ 𝑞

′′2
⊥

× (3.25)

×
[︂
(𝑞𝑞′′)⊥𝐻

(︂
𝑞′2‖
4𝑚2

)︂
+ (𝑞𝑞′)⊥𝐻

(︂
𝑞′′2‖

4𝑚2

)︂]︂
,

ℳ2→11 = ℳ1→12(𝑞 ↔ 𝑞′′) . (3.26)

Коэффициенты поглощения в разрешённых каналах, 𝛾1 → 𝛾1𝛾2 и 𝛾1 →
𝛾2𝛾2, были получены численно из формулы (3.20) для значений индукции маг­

нитного поля 𝐵 = 100𝐵𝑒 и 𝐵 = 200𝐵𝑒. На рис. 3.6 - 3.9 они представлены

как функции энергии начального фотона. Как видно из рис. 3.8 и рис. 3.9, ве­

роятность процесса расщепления фотона в сильном магнитном поле с учётом

влияния позитрония в этих каналах оказалась меньше, чем без учёта влияния

позитрония. Это связано с тем, что в кинематической области 𝑞2 > 0 эти каналы
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Рис. 3.6. Коэффициент поглощения фотона в канале 𝛾1 → 𝛾1𝛾2 для значений магнитного

поля 𝐵/𝐵𝑒 = 100 (верхняя кривая), 𝐵/𝐵𝑒 = 200 (нижняя кривая). Здесь 𝑊0 = (𝛼/𝜋)3𝑚 ≃
3.25 · 102см−1.
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Рис. 3.7. Коэффициент поглощения фотона в канале 𝛾1 → 𝛾2𝛾2 для значений магнитного

поля 𝐵/𝐵𝑒 = 100 (верхняя кривая), 𝐵/𝐵𝑒 = 200 (нижняя кривая) Здесь 𝑊0 = (𝛼/𝜋)3𝑚 ≃
3.25 · 102см−1.

закрыты. И, хотя для фотона моды 2 спектральная линия оказывается расщеп­

лённой на две, в области, в которой данные каналы являются разрешёнными,
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Рис. 3.8. Коэффициент поглощения фотона в канале 𝛾1 → 𝛾1𝛾2 в сильном магнитном поле

(𝐵/𝐵𝑒 = 200). Пунктирная линия соответствует вероятности реакции в замагниченном ваку­

уме без учёта вклада позитрония [179]. Здесь 𝑊0 = (𝛼/𝜋)3𝑚 ≃ 3.25 · 102см−1.
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Рис. 3.9. Коэффициент поглощения фотона в канале 𝛾1 → 𝛾2𝛾2 в сильном магнитном поле

(𝐵/𝐵𝑒 = 200). Пунктирная линия соответствует вероятности реакции в замагниченном ваку­

уме без учёта вклада позитрония [179]. Здесь 𝑊0 = (𝛼/𝜋)3𝑚 ≃ 3.25 · 102см−1.

фазовый объём реакции всё же оказывается меньше, чем без учёта влияния

позитрония на дисперсию фотона.
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Рис. 3.10. Коэффициент поглощения фотона в канале 𝛾2 → 𝛾1𝛾1 в сильном магнитном поле

(𝐵/𝐵𝑒 = 200). 𝑊0 = (𝛼/𝜋)3𝑚 ≃ 3.25 · 102см−1.

Коэффициент поглощения в канале 𝛾2 → 𝛾1𝛾1, который запрещён в чи­

стом магнитном поле без учёта вклада позитрония, вычислен аналитически по

аналогии с вероятностью расщепления фотона в замагниченной плазме (3.27)

и может быть представлен в виде:

𝑊2→11 =
𝛼3

8𝜋2
𝑍2𝐻

2

(︂
𝑞2‖
4𝑚2

)︂
𝑞2⊥
𝜔

ℱ
(︃√︃

𝑞2‖
𝑞2⊥

)︃
Θ(𝑞2) , (3.27)

где ℱ(𝑧) определяется формулой (3.23).

Коэффициент поглощения в канале 𝛾2 → 𝛾1𝛾1 представлен на рис. 3.10

как функция энергии начального фотона для магнитного поля 𝐵 = 200𝐵𝑒.

3.6. Заключение

В данной главе вычислены коэффициенты поглощения фотона в реакции

𝛾 → 𝛾𝛾 с учётом влияния холодной замагниченной плазмы и позитрония. В

обоих случаях модификация закона дисперсии фотона приводит к открытию

нового канала расщепления фотона 𝛾2 → 𝛾1𝛾1, запрещённого в чистом магнит­

ном поле.
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В случае присутствия холодной замагниченной плазмы новый канал рас­

сеяния является основным, а вероятность расщепления по каналам 𝛾1 → 𝛾1𝛾2 и

𝛾1 → 𝛾2𝛾2, разрешённым в магнитном поле, оказывается подавлена. Коэффици­

ент поглощения фотона удалось получить в аналитическом виде как функцию

энергии и угла между направлением магнитного поля и импульса начального

фотона.

Влияние позитрония на процесс 𝛾 → 𝛾𝛾 является двояким: с одной сто­

роны, спектральная линия фотона второй моды расщепляется на две, с другой

– фазовый объём реакции уменьшается. В результате вероятность расщепле­

ния фотона по каналам, известным в присутствии магнитного поля, несколько

уменьшается. Одновременно с этим открывается новый канал 𝛾2 → 𝛾1𝛾1, выра­

жение коэффициента поглощения в котором также приведёно в аналитической

форме.
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Заключение

В настоящей диссертации рассмотрены квантовые процессы в присутствии

сильного магнитного поля и плазмы с учётом резонансов на виртуальных фер­

мионах.

В диссертации представлены следующие результаты:

1. Впервые исследованы возможные резонансные эффекты в древесных двух­

вершинных амплитудах для переходов 𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′ в постоянном однород­

ном магнитном поле и в присутствии замагниченной плазмы, где 𝑓 и 𝑓 ′ –

начальный и конечный фермионы, находящиеся на произвольных уровнях

Ландау, 𝑗 и 𝑗′ – обобщенные токи скалярного, псевдоскалярного, векторно­

го или аксиального типов. Показано, что в области резонанса амплитуды

реакции 𝑗𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′ однозначно выражаются через амплитуды процессов

𝑗𝑓 → 𝑓 и 𝑓 → 𝑗 ′𝑓 ′, содержащих промежуточное состояние 𝑓 .

2. Впервые вычислена нейтринная излучательная способность, обусловлен­

ная процессом 𝛾𝑒 → 𝑒𝜈𝜈 в холодной замагниченной плазме с учётом ре­

зонанса на виртуальном электроне, занимающем произвольный уровень

Ландау 𝑛. Впервые получен коэффициент поглощения фотона в процессе

резонансного рассеяния 𝛾𝑒 → 𝛾𝑒 в присутствии замагниченной плазмы,

результат представлен в простой аналитической форме, удобной для даль­

нейшего использования при решении задачи переноса излучения. Пока­

зано, что использование 𝛿-функциональной аппроксимации резонансных

пиков в области резонансов хорошо согласуется с соответствующими в

литературе результатами, полученными громоздкими численными расчё­

тами.

3. Найдены правила отбора по поляризациям для процесса расщепления фо­

тона 𝛾 → 𝛾𝛾 в холодной почти вырожденной плазме и в сильном маг­

нитном поле с учётом вклада позитрония. Для разрешённых каналов рас­
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щепления фотона вычислены парциальные вероятности процесса с учётом

влияния замагниченной холодной плазмы и позитрония в дисперсию и пе­

ренормировку волновых функций фотонов. Полученные результаты пока­

зывают, что вклады плазмы и позитрония, с одной стороны, существен­

ным образом изменяют правила отбора по поляризациям по сравнению

со случаем чистого магнитного поля. В частности, становится возмож­

ным новый канал расщепления 𝛾2 → 𝛾1𝛾1. С другой стороны, вероятность

расщепления по каналам 𝛾1 → 𝛾1𝛾2 и 𝛾1 → 𝛾2𝛾2 оказалась подавлена по

сравнению со случаем замагниченного вакуума.

Основные результаты диссертации опубликованы в работах [106–113].

Полученные в Главе 1 результаты могут быть использованы для расчёта

амплитуд рассеяния тяжёлых ионов в магнитном поле, а также для анализа

процессов с участием экзотических частиц, таких как аксионы, нейтралино и

т.д.

Рассчитаный в Главе 2 коэффициент поглощения фотона в реакции 𝛾𝑒→
𝛾𝑒 позволит существенно упростить решение уравнения переноса излучения в

замагниченной среде.

Изменение коэффициента поглощения фотона в процессе 𝛾 → 𝛾𝛾 за счёт

влияния позитрония на дисперсию фотона, найденное в Главе 3, даёт стимул к

исследованию влияния связанных состояний на дисперсионные свойства частиц

и амплитуды процессов с участием фотонов во внешней активной среде.

Автор выражает глубокую признательность научному руководителю – док­
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рьевичу Чистякову, Игорю Сергеевичу Огневу. Автор благодарит заведующего
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сея Владимировича Зюзина.
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Приложение А

Выражения для ℛ𝑠 ′𝑠
𝑘 ′𝑘

В данном приложении приведены величины ℛ𝑠 ′𝑠
𝑘 ′𝑘, входящие в выраже­

ние (1.32). Они представлены в явном лоренц-инвариантом виде и выражены

через конструкции (1.32 - 1.35). Ниже используется следующее обозначение:

ℐ𝑛,ℓ ≡ ℐ𝑛,ℓ
(︀
𝑞2⊥/(2𝛽)

)︀
.

1. В случае, когда 𝑗 и 𝑗 ′ являются скалярными токами (𝑘, 𝑘 ′ = 𝑆), результат

вычислений имеет вид:

ℛ++
𝑆𝑆 = 𝑔𝑠𝑔

′
𝑠𝑗𝑠𝑗

′
𝑠

{︂
2𝛽

√
ℓℓ ′ [(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓𝒦3] ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ + (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

× [(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦3] ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 − 2𝛽

√
𝑛𝒦3

[︀√
ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ +

+
√
ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀}︂
; (А.1)

ℛ+−
𝑆𝑆 = i𝑔𝑠𝑔

′
𝑠𝑗𝑠𝑗

′
𝑠

{︂√︀
2𝛽ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓) [(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓𝒦4] ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ − (А.2)

−
√︀

2𝛽ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦4] ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 −

√︀
2𝛽𝑛 𝒦4 ×

×
[︀
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ − 2𝛽
√
ℓℓ ′ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀}︂
;

ℛ−+
𝑆𝑆 = −i𝑔𝑠𝑔

′
𝑠𝑗𝑠𝑗

′
𝑠

{︂√︀
2𝛽ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦4] ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ − (А.3)

−
√︀

2𝛽ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓) [(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓𝒦4] ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 −

√︀
2𝛽𝑛 𝒦4 ×

×
[︀
2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ − (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀}︂
;

ℛ−−
𝑆𝑆 = 𝑔𝑠𝑔

′
𝑠𝑗𝑠𝑗

′
𝑠

{︂
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦3] ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ + 2𝛽
√
ℓℓ ′ ×

× [(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓𝒦3] ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 − 2𝛽

√
𝑛𝒦3

[︀√
ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ +

+
√
ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀}︂
. (А.4)

Выражения для ℛ𝑠 ′𝑠
𝑘 ′𝑘, соответствующие второй диаграмме на рис. 1.1, по­

лучаются заменой 𝑃𝛼 → 𝑃 ′
𝛼, ℐ𝑚,𝑛 ↔ ℐ ′

𝑚,𝑛.
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2. Для случая, когда 𝑗 - скалярный ток и 𝑗 ′ - псевдоскалярный ток (𝑘 =

𝑆, 𝑘 ′ = 𝑃 ), мы получаем:

ℛ++
𝑃𝑆 = 𝑔𝑠𝑔

′
𝑝𝑗𝑠𝑗

′
𝑝

{︂
2𝛽

√
ℓℓ ′ [(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦4] ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ − (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

× [(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓𝒦4] ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1 − 2𝛽

√
𝑛𝒦4

[︀√
ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ −

−
√
ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀}︂
; (А.5)

ℛ++
𝑆𝑃 = −𝑔𝑠𝑔 ′

𝑝𝑗𝑠𝑗
′
𝑝

{︂
2𝛽

√
ℓℓ ′ [(𝒦2𝑃

′)−𝑚𝑓𝒦4] ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ − (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

× [(𝒦2𝑃
′) +𝑚𝑓𝒦4] ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1 − 2𝛽
√
𝑛𝒦4

[︀√
ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛,ℓ −

−
√
ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1

]︀}︂
; (А.6)

ℛ+−
𝑃𝑆 = i𝑔𝑠𝑔

′
𝑝𝑗𝑠𝑗

′
𝑝

{︂√︀
2𝛽ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓) [(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦3] ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ + (А.7)

+
√︀
2𝛽ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓𝒦3] ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 −
√︀

2𝛽𝑛 𝒦3 ×

×
[︀
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ + 2𝛽
√
ℓℓ ′ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀}︂
;

ℛ+−
𝑆𝑃 = −i𝑔𝑠𝑔

′
𝑝𝑗𝑠𝑗

′
𝑝

{︂√︀
2𝛽ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓) [(𝒦1𝑃

′)−𝑚𝑓𝒦3] ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ + (А.8)

+
√︀
2𝛽ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝒦1𝑃

′) +𝑚𝑓𝒦3] ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1 −

√︀
2𝛽𝑛 𝒦3 ×

×
[︀
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛,ℓ + 2𝛽
√
ℓℓ ′ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1

]︀}︂
;
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ℛ−+
𝑃𝑆 = −i𝑔𝑠𝑔

′
𝑝𝑗𝑠𝑗

′
𝑝

{︂√︀
2𝛽ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓𝒦3] ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ + (А.9)

+
√︀

2𝛽ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓) [(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦3] ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 −

√︀
2𝛽𝑛 𝒦3 ×

×
[︀
2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ + (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀}︂
;

ℛ−+
𝑆𝑃 = i𝑔𝑠𝑔

′
𝑝𝑗𝑠𝑗

′
𝑝

{︂√︀
2𝛽ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝒦1𝑃

′) +𝑚𝑓𝒦3] ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ + (А.10)

+
√︀
2𝛽ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓) [(𝒦1𝑃

′)−𝑚𝑓𝒦3] ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1 −

√︀
2𝛽𝑛 𝒦3 ×

×
[︀
2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛,ℓ + (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1

]︀}︂
;

ℛ−−
𝑃𝑆 = 𝑔𝑠𝑔

′
𝑝𝑗𝑠𝑗

′
𝑝

{︂
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓𝒦4] ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ − 2𝛽
√
ℓℓ ′ ×

× [(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦4] ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 − 2𝛽

√
𝑛𝒦4

[︀√
ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ −

−
√
ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀}︂
; (А.11)

ℛ−−
𝑆𝑃 = −𝑔𝑠𝑔 ′

𝑝𝑗𝑠𝑗
′
𝑝

{︂
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝒦2𝑃

′) +𝑚𝑓𝒦4] ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ − 2𝛽

√
ℓℓ ′ ×

× [(𝒦2𝑃
′)−𝑚𝑓𝒦4] ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1 − 2𝛽
√
𝑛𝒦4

[︀√
ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛,ℓ −

−
√
ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1

]︀}︂
. (А.12)
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3. Для случая, когда 𝑗 - скалярный ток и 𝑗 ′ - векторный ток (𝑘 = 𝑆, 𝑘 ′ = 𝑉 ),

мы получаем:

ℛ++
𝑉 𝑆 = 𝑔𝑠𝑔

′
𝑣𝑗𝑠

{︂
− 2𝛽

√
ℓℓ ′
[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 − (А.13)

−𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ + (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 +

+(𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 − 2𝛽

√
𝑛(𝒦1𝑗

′)×

×
[︁√

ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ −

√
ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
+

+

√︃
2𝛽

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝑞

′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]
[︁√

ℓ [(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓𝒦3]ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ −

−√
𝑛(𝑀ℓ +𝑚𝑓)𝒦3ℐ ′

𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
−
√︃

2𝛽ℓ ′

𝑞 ′2⊥
[(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]×

×
[︁
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦3]ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1 − 2𝛽
√
ℓ𝑛𝒦3ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ
]︁}︂

;

ℛ++
𝑆𝑉 = 𝑔𝑠𝑔

′
𝑣𝑗𝑠

{︂
− 2𝛽

√
ℓℓ ′
[︁
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦4 − (А.14)

−𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ + (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)
[︁
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦3 −

−(𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1 − 2𝛽
√
𝑛(𝒦1𝑗

′)×

×
[︁√

ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛,ℓ −

√
ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1

]︁
+

+

√︃
2𝛽ℓ

𝑞 ′2⊥
[(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]

[︁
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝒦1𝑃

′) +𝑚𝑓𝒦3]ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ −

−2𝛽
√
ℓ ′𝑛𝒦3ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ

]︁
−
√︃

2𝛽

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓) [(𝑞

′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]×

×
[︁√

ℓ ′ [(𝒦1𝑃
′)−𝑚𝑓𝒦3]ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ−1 −
√
𝑛(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)𝒦3ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛,ℓ−1

]︁}︂
;
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ℛ+−
𝑉 𝑆 = −i𝑔𝑠𝑔

′
𝑣𝑗𝑠

{︂√︀
2𝛽ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 − (А.15)

−𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ +

√︀
2𝛽ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 +

+𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

√︀
2𝛽𝑛 (𝒦2𝑗

′)
[︁
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ + 2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
− (𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×
[︁
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓𝒦4]ℐ ′

𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ + 2𝛽
√
𝑛ℓ 𝒦4ℐ ′

𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
−

−2𝛽
√
ℓ ′

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

[︁√
ℓ [(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦4]ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

+
√
𝑛 (𝑀ℓ +𝑚𝑓) 𝒦4 ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ
]︁}︂

;

ℛ+−
𝑆𝑉 = i𝑔𝑠𝑔

′
𝑣𝑗𝑠

{︂√︀
2𝛽ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (А.16)

+𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ +
√︀
2𝛽ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦4 −

−𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1 +
√︀

2𝛽𝑛 (𝒦2𝑗
′)
[︁
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛,ℓ + 2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1

]︁
+

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

(𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×
[︁
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝒦2𝑃

′) +𝑚𝑓𝒦4]ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ − 2𝛽

√
𝑛ℓ ′ 𝒦4ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ

]︁
+

+2𝛽
√
ℓ
(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥

[︁√
ℓ ′ [(𝒦2𝑃

′)−𝑚𝑓𝒦4]ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ−1 −

−√
𝑛 (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) 𝒦4 ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1

]︁}︂
;
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ℛ−+
𝑉 𝑆 = −i𝑔𝑠𝑔

′
𝑣𝑗𝑠

{︂√︀
2𝛽ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 + (А.17)

+𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ +

√︀
2𝛽ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 −

−𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

√︀
2𝛽𝑛 (𝒦2𝑗

′)
[︁
2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ +

+(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
− 2𝛽

√
ℓ ′

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

×

×
[︁√

ℓ [(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦4]ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ +

√
𝑛(𝑀ℓ +𝑚𝑓) 𝒦4ℐ ′

𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
−

−(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)
[︁
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓𝒦4]ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ ×

×ℐ𝑛−1,ℓ−1 − 2𝛽
√
𝑛ℓ 𝒦4 ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ
]︁}︂

;

ℛ−+
𝑆𝑉 = i𝑔𝑠𝑔

′
𝑣𝑗𝑠

{︂√︀
2𝛽ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦4 − (А.18)

−𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ +
√︀
2𝛽ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦4 +

+𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1 +
√︀
2𝛽𝑛 (𝒦2𝑗

′)
[︁
2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛,ℓ +

+(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1

]︁
+ 2𝛽

√
ℓ
(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥
×

×
[︂√

ℓ ′ [(𝒦2𝑃
′)−𝑚𝑓𝒦4]ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ −
√
𝑛(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) 𝒦4ℐ𝑛−1,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ

]︂
+

+
(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝒦2𝑃

′) +𝑚𝑓𝒦4]ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ−1 −

−2𝛽
√
𝑛ℓ ′ 𝒦4 ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1

]︁}︂
;
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ℛ−−
𝑉 𝑆 = 𝑔𝑠𝑔

′
𝑣𝑗𝑠

{︂
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 + (А.19)

+𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ − 2𝛽

√
ℓℓ ′
[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 −𝑚𝑓(𝒦1𝑗

′)
]︁
×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 + 2𝛽

√
𝑛(𝒦1𝑗

′)
[︁√

ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ −

−
√
ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
−
√︃

2𝛽ℓ ′

𝑞 ′2⊥
[(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]×

×
[︂
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦3]ℐ ′

𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ − 2𝛽
√
ℓ𝑛𝒦3ℐ ′

𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︂

+

√︃
2𝛽

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝑞

′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]
[︁√

ℓ [(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓𝒦3]ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ ×

×ℐ𝑛−1,ℓ−1 −
√
𝑛 (𝑀ℓ +𝑚𝑓)𝒦3ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ
]︁}︂

.

ℛ−−
𝑆𝑉 = 𝑔𝑠𝑔

′
𝑣𝑗𝑠

{︂
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦4 + (А.20)

+𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ − 2𝛽
√
ℓℓ ′
[︁
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦4 −𝑚𝑓(𝒦1𝑗

′)
]︁
×

×ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1 + 2𝛽

√
𝑛(𝒦1𝑗

′)
[︁√

ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛,ℓ−

−
√
ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1

]︁
−
√︃

2𝛽

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓) [(𝑞

′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]×

×
[︁√

ℓ ′ [(𝒦1𝑃
′)−𝑚𝑓𝒦3]ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ −
√
𝑛 (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)𝒦3ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ

]︁
+

+

√︃
2𝛽ℓ

𝑞 ′2⊥
[(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]

[︁
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝒦1𝑃

′) +𝑚𝑓𝒦3]ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ−1 −

−2𝛽
√
ℓ ′𝑛𝒦3ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛,ℓ−1

]︁}︂
.
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4. Для случая, когда 𝑗 - скалярный ток и 𝑗 ′ - псевдовекторный ток (𝑘 =

𝑆, 𝑘 ′ = 𝐴), мы получаем:

ℛ++
𝐴𝑆 = −𝑔𝑠𝑔 ′

𝑎𝑗𝑠

{︂
2𝛽

√
ℓℓ ′
[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 +𝑚𝑓(𝒦2𝑗

′)
]︁
ℐ ′
𝑛,ℓ′ ×(А.21)

×ℐ𝑛,ℓ + (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)
[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗

′)
]︁
×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 + 2𝛽

√
𝑛(𝒦2𝑗

′)
[︁√

ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ +

√
ℓ ′ ×

×(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
−
√︃

2𝛽

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝑞

′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]×

×
[︂√

ℓ [(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦4]ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ +

√
𝑛(𝑀ℓ +𝑚𝑓)𝒦4ℐ ′

𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︂
−

−
√︃

2𝛽ℓ ′

𝑞 ′2⊥
[(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]

[︁
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓𝒦4]ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ ×

×ℐ𝑛−1,ℓ−1 + 2𝛽
√
ℓ𝑛 𝒦4ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ
]︁}︂

;

ℛ++
𝑆𝐴 = −𝑔𝑠𝑔 ′

𝑎𝑗𝑠

{︂
2𝛽

√
ℓℓ ′
[︁
(𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦2𝑗

′)
]︁
× (А.22)

×ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ + (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦4 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗

′)
]︁
×

×ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1 + 2𝛽

√
𝑛(𝒦2𝑗

′)
[︁√

ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛,ℓ +

√
ℓ ′ ×

×(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1

]︁
+

√︃
2𝛽ℓ

𝑞 ′2⊥
[(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]

[︁
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×[(𝒦2𝑃
′) +𝑚𝑓𝒦4]ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ − 2𝛽
√
ℓ ′𝑛 𝒦4ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ

]︁
+

√︃
2𝛽

𝑞 ′2⊥
×

×(𝑀ℓ +𝑚𝑓) [(𝑞
′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]

[︁√
ℓ ′ [(𝒦2𝑃

′)−𝑚𝑓𝒦4]ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ−1 −

−√
𝑛(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)𝒦4ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛,ℓ−1

]︁}︂
;
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ℛ+−
𝐴𝑆 = −i𝑔𝑠𝑔

′
𝑎𝑗𝑠

{︂√︀
2𝛽ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 + (А.23)

+𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ −

√︀
2𝛽ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 −

−𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

√︀
2𝛽𝑛 (𝒦1𝑗

′)
[︁
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ − 2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
− (𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×
[︁
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦3]ℐ ′

𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ − 2𝛽
√
𝑛ℓ 𝒦3ℐ ′

𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
+

+2𝛽
√
ℓ ′

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

[︁√
ℓ [(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓𝒦3]ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1 −
√
𝑛×

×(𝑀ℓ +𝑚𝑓) 𝒦3 ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ

]︁}︂
;

ℛ+−
𝑆𝐴 = i𝑔𝑠𝑔

′
𝑎𝑗𝑠

{︂√︀
2𝛽ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦4 + (А.24)

+𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ −
√︀
2𝛽ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦4 −

−𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1 −
√︀
2𝛽𝑛 (𝒦1𝑗

′)
[︁
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛,ℓ − 2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1

]︁
− (𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×
[︁
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝒦1𝑃

′) +𝑚𝑓𝒦3]ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ ′ − 2𝛽

√
𝑛ℓ ′ 𝒦3ℐ𝑛−1,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ

]︁
+

+2𝛽
√
ℓ
(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥

[︁√
ℓ ′ [(𝒦1𝑃

′)−𝑚𝑓𝒦3]ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ−1 −

√
𝑛×

×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) 𝒦3 ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1

]︁}︂
;
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ℛ−+
𝐴𝑆 = −i𝑔𝑠𝑔

′
𝑎𝑗𝑠

{︂√︀
2𝛽ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 − (А.25)

−𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ −

√︀
2𝛽ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 +

+𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

√︀
2𝛽𝑛 (𝒦1𝑗

′)
[︁
2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ −

−(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
− 2𝛽

√
ℓ ′

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

×

×
[︁√

ℓ [(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓𝒦3]ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ −

√
𝑛(𝑀ℓ +𝑚𝑓) 𝒦3ℐ ′

𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
+

+
(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦3]ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ ×

×ℐ𝑛−1,ℓ−1 + 2𝛽
√
𝑛ℓ 𝒦3 ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ
]︁}︂

;

ℛ−+
𝑆𝐴 = i𝑔𝑠𝑔

′
𝑎𝑗𝑠

{︂√︀
2𝛽ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦4 − (А.26)

−𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ −
√︀

2𝛽ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)
[︁
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦4 +

+𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1 −
√︀
2𝛽𝑛 (𝒦1𝑗

′)
[︁
2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛,ℓ −

−(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1

]︁
− 2𝛽

√
ℓ
(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥
×

×
[︁√

ℓ ′ [(𝒦1𝑃
′)−𝑚𝑓𝒦3]ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ −
√
𝑛(𝑀ℓ +𝑚𝑓) 𝒦3ℐ𝑛−1,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ

]︁
+

+
(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝒦1𝑃

′) +𝑚𝑓𝒦3]ℐ𝑛,ℓ′ ×

×ℐ ′
𝑛,ℓ−1 + 2𝛽

√
𝑛ℓ ′ 𝒦3 ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1

]︁}︂
;
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ℛ−−
𝐴𝑆 = −𝑔𝑠𝑔 ′

𝑎𝑗𝑠

{︂
− (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (А.27)

+(𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ − 2𝛽

√
ℓℓ ′
[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 +

+(𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 +𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 − 2𝛽

√
𝑛(𝒦2𝑗

′)×[︁√
ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ +
√
ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
+

+

√︃
2𝛽ℓ ′

𝑞 ′2⊥
[(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]

[︁
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓𝒦4]×

×ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ + 2𝛽

√
ℓ𝑛 𝒦4ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1

]︁
+

√︃
2𝛽

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×[︁

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)
]︁[︁√

ℓ [(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦4]ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

+
√
𝑛 (𝑀ℓ +𝑚𝑓)𝒦4ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ

]︁}︂
;

ℛ−−
𝑆𝐴 = −𝑔𝑠𝑔 ′

𝑎𝑗𝑠

{︂
− (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦3 − (А.28)

−(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦4 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ − 2𝛽
√
ℓℓ ′
[︁
(𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦3 −

−(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1 − 2𝛽
√
𝑛(𝒦2𝑗

′)×

×
[︁√

ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛,ℓ +

√
ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1

]︁
−

−
√︃

2𝛽

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓) [(𝑞

′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]
[︁√

ℓ ′ [(𝒦2𝑃
′) +𝑚𝑓𝒦4]×

×ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ −

√
𝑛 (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)𝒦4ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ

]︁
−
√︃

2𝛽ℓ

𝑞 ′2⊥
×

× [(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]
[︁
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝒦2𝑃

′)−𝑚𝑓𝒦4]ℐ𝑛,ℓ′ ×

×ℐ ′
𝑛,ℓ−1 − 2𝛽

√
ℓ ′𝑛 𝒦4ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛,ℓ−1

]︁}︂
;
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5. Для случая, когда 𝑗 и 𝑗 ′ - псевдоскалярные токи (𝑘 = 𝑘 ′ = 𝑃 ), мы полу­

чаем:

ℛ++
𝑃𝑃 = −𝑔𝑝𝑔 ′

𝑝𝑗𝑝𝑗
′
𝑝

{︂
2𝛽

√
ℓℓ ′ [(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦3] ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ + (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

× [(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓𝒦3] ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 − 2𝛽

√
𝑛𝒦3

[︀√
ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ +

+
√
ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀}︂
; (А.29)

ℛ+−
𝑃𝑃 = −i𝑔𝑝𝑔

′
𝑝𝑗𝑝𝑗

′
𝑝

{︂√︀
2𝛽ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓) [(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦4] ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ −

−
√︀
2𝛽ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓𝒦4] ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 −
√︀
2𝛽𝑛× (А.30)

×𝒦4

[︀
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ − 2𝛽
√
ℓℓ ′ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀}︂
;

ℛ−+
𝑃𝑃 = i𝑔𝑝𝑔

′
𝑝𝑗𝑝𝑗

′
𝑝

{︂√︀
2𝛽ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓𝒦4] ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ −

−
√︀
2𝛽ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓) [(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦4] ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 −
√︀
2𝛽𝑛× (А.31)

×𝒦4

[︀
2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ − (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀}︂
;

ℛ−−
𝑃𝑃 = −𝑔𝑝𝑔 ′

𝑝𝑗𝑝𝑗
′
𝑝

{︂
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓𝒦3] ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ + 2𝛽
√
ℓℓ ′ ×

× [(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦3] ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 − 2𝛽

√
𝑛𝒦3

[︀√
ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ +

+
√
ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀}︂
. (А.32)

Выражения для ℛ𝑠 ′𝑠
𝑃𝑃 , соответствующие второй диаграмме на рис. 1.1, по­

лучаются заменой 𝑃𝛼 → 𝑃 ′
𝛼, ℐ𝑚,𝑛 ↔ ℐ ′

𝑚,𝑛.
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6. Для случая, когда 𝑗 - псевдоскалярный ток и 𝑗 ′ - векторный ток (𝑘 =

𝑃, 𝑘 ′ = 𝑉 ), мы получаем

ℛ++
𝑉 𝑃 = 𝑔𝑝𝑔

′
𝑣𝑗𝑝

{︂
2𝛽

√
ℓℓ ′
[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗

′)
]︁
× (А.33)

×ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ + (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 +

+𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 + 2𝛽

√
𝑛(𝒦2𝑗

′)
[︁√

ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ +

√
ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
−
√︃

2𝛽

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

× [(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]

[︂√
ℓ [(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓𝒦4]ℐ ′

𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ +
√
𝑛×

×(𝑀ℓ +𝑚𝑓)𝒦4ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︂
−
√︃

2𝛽ℓ ′

𝑞 ′2⊥
[(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]×

×
[︁
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦4]ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1 + 2𝛽
√
ℓ𝑛 𝒦4ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ
]︁}︂

;

ℛ++
𝑃𝑉 = −𝑔𝑝𝑔 ′

𝑣𝑗𝑝

{︂
2𝛽

√
ℓℓ ′
[︁
(𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦4 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗

′)
]︁
× (А.34)

×ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ + (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦4 +

+𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1 + 2𝛽
√
𝑛(𝒦2𝑗

′)
[︁√

ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛,ℓ +

√
ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1

]︁
+

√︃
2𝛽ℓ

𝑞 ′2⊥
×

× [(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]

[︂
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝒦2𝑃

′)−𝑚𝑓𝒦4]ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ −

−2𝛽
√
ℓ ′𝑛 𝒦4ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ

]︂
+

√︃
2𝛽

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓) [(𝑞

′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]×

×
[︁√

ℓ ′ [(𝒦2𝑃
′) +𝑚𝑓𝒦4]ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ−1 −
√
𝑛(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)𝒦4ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛,ℓ−1

]︁}︂
;
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ℛ+−
𝑉 𝑃 = i𝑔𝑝𝑔

′
𝑣𝑗𝑝

{︂√︀
2𝛽ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 −𝑚𝑓 × (А.35)

×(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ −

√︀
2𝛽ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 +𝑚𝑓 ×

×(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

√︀
2𝛽𝑛 (𝒦1𝑗

′)
[︁
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ − 2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
− (𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×
[︁
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓𝒦3]ℐ ′

𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ − 2𝛽
√
𝑛ℓ 𝒦3ℐ ′

𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
+

+2𝛽
√
ℓ ′

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

[︁√
ℓ [(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦3]ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1 −

−√
𝑛 (𝑀ℓ +𝑚𝑓) 𝒦3 ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ
]︁}︂

;

ℛ+−
𝑃𝑉 = i𝑔𝑝𝑔

′
𝑣𝑗𝑝

{︂√︀
2𝛽ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦4 −𝑚𝑓 × (А.36)

×(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ −
√︀
2𝛽ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦4 +𝑚𝑓 ×

×(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1 −
√︀
2𝛽𝑛 (𝒦1𝑗

′)
[︁
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛,ℓ − 2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1

]︁
− (𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×
[︁
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝒦1𝑃

′)−𝑚𝑓𝒦3]ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ ′ − 2𝛽

√
𝑛ℓ ′ 𝒦3ℐ𝑛−1,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ

]︁
+

+2𝛽
√
ℓ
(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥

[︁√
ℓ ′ [(𝒦1𝑃

′) +𝑚𝑓𝒦3]ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ−1 −

−√
𝑛 (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) 𝒦3 ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1

]︁}︂
;
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ℛ−+
𝑉 𝑃 = i𝑔𝑝𝑔

′
𝑣𝑗𝑝

{︂√︀
2𝛽ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 +𝑚𝑓 × (А.37)

×(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ −

√︀
2𝛽ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 −𝑚𝑓 ×

×(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

√︀
2𝛽𝑛 (𝒦1𝑗

′)
[︁
2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ −

−(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
− 2𝛽

√
ℓ ′
(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥
×

×
[︁√

ℓ [(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦3]ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ −

√
𝑛(𝑀ℓ +𝑚𝑓) 𝒦3ℐ ′

𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
+

+
(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓𝒦3]ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ ×

×ℐ𝑛−1,ℓ−1 + 2𝛽
√
𝑛ℓ 𝒦3 ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ
]︁}︂

;

ℛ−+
𝑃𝑉 = i𝑔𝑝𝑔

′
𝑣𝑗𝑝

{︂√︀
2𝛽ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦4 +𝑚𝑓 × (А.38)

×(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ −
√︀

2𝛽ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)
[︁
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦4 −

−𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1 −
√︀
2𝛽𝑛 (𝒦1𝑗

′)
[︁
2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛,ℓ −

−(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1

]︁
− 2𝛽

√
ℓ
(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥
×

×
[︁√

ℓ ′ [(𝒦1𝑃
′) +𝑚𝑓𝒦3]ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ −
√
𝑛(𝑀ℓ +𝑚𝑓) 𝒦3ℐ𝑛−1,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ

]︁
+

+
(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝒦1𝑃

′)−𝑚𝑓𝒦3]ℐ𝑛,ℓ′ ×

×ℐ ′
𝑛,ℓ−1 + 2𝛽

√
𝑛ℓ ′ 𝒦3 ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1

]︁}︂
;
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ℛ−−
𝑉 𝑃 = 𝑔𝑝𝑔

′
𝑣𝑗𝑝

{︂
− (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 + (А.39)

+𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ − 2𝛽

√
ℓℓ ′
[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗

′)
]︁
×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 − 2𝛽

√
𝑛(𝒦2𝑗

′)
[︁√

ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ +

√
ℓ×

×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
+

√︃
2𝛽ℓ ′

𝑞 ′2⊥
[(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]

[︁
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×[(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦4]ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ + 2𝛽

√
ℓ𝑛 𝒦4ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1

]︁
+

√︃
2𝛽

𝑞 ′2⊥
×

×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝑞
′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]

[︁√
ℓ [(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓𝒦4]ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

+
√
𝑛 (𝑀ℓ +𝑚𝑓)𝒦4ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ

]︁}︂
;

ℛ−−
𝑃𝑉 = −𝑔𝑝𝑔 ′

𝑣𝑗𝑝

{︂
− (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (А.40)

+𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ − 2𝛽
√
ℓℓ ′
[︁
(𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦4 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗

′)
]︁
×

×ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1 − 2𝛽

√
𝑛(𝒦2𝑗

′)
[︁√

ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛,ℓ +

√
ℓ×

×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1

]︁
−
√︃

2𝛽

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓) [(𝑞

′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]
[︁√

ℓ ′ ×

×[(𝒦2𝑃
′)−𝑚𝑓𝒦4]ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ −
√
𝑛 (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)𝒦4ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ

]︁
−

−
√︃

2𝛽ℓ

𝑞 ′2⊥
[(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]

[︁
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝒦2𝑃

′) +𝑚𝑓𝒦4]ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ−1 −

−2𝛽
√
ℓ ′𝑛 𝒦4ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛,ℓ−1

]︁}︂
;
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7. Для случая, когда 𝑗 - псевдоскалярный ток и 𝑗 ′ - псевдовекторный ток

(𝑘 = 𝑃, 𝑘 ′ = 𝐴), мы получаем:

ℛ++
𝐴𝑃 = −𝑔𝑝𝑔 ′

𝑎𝑗𝑝

{︂
− 2𝛽

√
ℓℓ ′
[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦1𝑗

′)
]︁
× (А.41)

×ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ + (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 −𝑚𝑓 ×

×(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 − 2𝛽

√
𝑛(𝒦1𝑗

′)
[︁√

ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1 ×

×ℐ𝑛,ℓ −
√
ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
+

√︃
2𝛽

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝑞

′Λ𝑗 ′) +

+i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]

[︂√
ℓ [(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦3]ℐ ′

𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ −
√
𝑛(𝑀ℓ +𝑚𝑓)𝒦3 ×

×ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︂
−
√︃

2𝛽ℓ ′

𝑞 ′2⊥
[(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]

[︁
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×[(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓𝒦3]ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1 − 2𝛽

√
ℓ𝑛𝒦3ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ
]︁}︂

;

ℛ++
𝑃𝐴 = 𝑔𝑝𝑔

′
𝑎𝑗𝑝

{︂
− 2𝛽

√
ℓℓ ′
[︁
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦1𝑗

′)
]︁
× (А.42)

×ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ + (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦4 −𝑚𝑓 ×

×(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1 − 2𝛽
√
𝑛(𝒦1𝑗

′)
[︁√

ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ𝑛−1,ℓ′−1 ×

×ℐ ′
𝑛,ℓ −

√
ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1

]︁
+

√︃
2𝛽ℓ

𝑞 ′2⊥
[(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]×

×
[︁
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝒦1𝑃

′)−𝑚𝑓𝒦3]ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ − 2𝛽

√
ℓ ′𝑛𝒦3ℐ𝑛,ℓ′ ×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ

]︁
−
√︃

2𝛽

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓) [(𝑞

′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]
[︁√

ℓ ′ [(𝒦1𝑃
′) +

+𝑚𝑓𝒦3]ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ−1 −

√
𝑛(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)𝒦3ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛,ℓ−1

]︁}︂
;
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ℛ+−
𝐴𝑃 = i𝑔𝑝𝑔

′
𝑎𝑗𝑝

{︂√︀
2𝛽ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 +𝑚𝑓 × (А.43)

×(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ +

√︀
2𝛽ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 −𝑚𝑓 ×

×(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

√︀
2𝛽𝑛 (𝒦2𝑗

′)
[︁
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ + 2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
− (𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×
[︁
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦4]ℐ ′

𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ + 2𝛽
√
𝑛ℓ 𝒦4ℐ ′

𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
−

−2𝛽
√
ℓ ′

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

[︁√
ℓ [(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓𝒦4]ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

+
√
𝑛 (𝑀ℓ +𝑚𝑓) 𝒦4 ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ
]︁}︂

;

ℛ+−
𝑃𝐴 = i𝑔𝑝𝑔

′
𝑎𝑗𝑝

{︂√︀
2𝛽ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦4 −𝑚𝑓 × (А.44)

×(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ +
√︀
2𝛽ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦4 +𝑚𝑓 ×

×(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1 +
√︀
2𝛽𝑛 (𝒦2𝑗

′)
[︁
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛,ℓ + 2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1

]︁
+

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

(𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×
[︁
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝒦2𝑃

′)−𝑚𝑓𝒦4]ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ − 2𝛽

√
𝑛ℓ ′ 𝒦4ℐ𝑛,ℓ′ ×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ

]︁
+ 2𝛽

√
ℓ
(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥

[︁√
ℓ ′ [(𝒦2𝑃

′) +𝑚𝑓𝒦4]ℐ𝑛,ℓ′ ×

×ℐ ′
𝑛,ℓ−1 −

√
𝑛 (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) 𝒦4 ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1

]︁}︂
;
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ℛ−+
𝐴𝑃 = i𝑔𝑝𝑔

′
𝑎𝑗𝑝

{︂√︀
2𝛽ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 −𝑚𝑓 × (А.45)

×(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ +

√︀
2𝛽ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 +𝑚𝑓 ×

×(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

√︀
2𝛽𝑛 (𝒦2𝑗

′)
[︁
2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ +

+(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
− 2𝛽

√
ℓ ′

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

×

×
[︁√

ℓ [(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓𝒦4]ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ +

√
𝑛(𝑀ℓ +𝑚𝑓) 𝒦4ℐ ′

𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
−

−(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)
[︁
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦4]ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ ×

×ℐ𝑛−1,ℓ−1 − 2𝛽
√
𝑛ℓ 𝒦4 ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ
]︁}︂

;

ℛ−+
𝑃𝐴 = i𝑔𝑝𝑔

′
𝑎𝑗𝑝

{︂√︀
2𝛽ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦4 +𝑚𝑓 × (А.46)

×(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ +
√︀

2𝛽ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)
[︁
(𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦4 −𝑚𝑓 ×

×(𝒦2𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1 +
√︀
2𝛽𝑛 (𝒦2𝑗

′)
[︁
2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛,ℓ +

+(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1

]︁
+ 2𝛽

√
ℓ
(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥
×

×
[︁√

ℓ ′ [(𝒦2𝑃
′) +𝑚𝑓𝒦4]ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ −
√
𝑛(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) 𝒦4ℐ𝑛−1,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ

]︁
+

+
(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝒦2𝑃

′)−𝑚𝑓𝒦4]ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ−1 −

−2𝛽
√
𝑛ℓ ′ 𝒦4 ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1

]︁}︂
;
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ℛ−−
𝐴𝑃 = −𝑔𝑝𝑔 ′

𝑎𝑗𝑝

{︂
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 − (А.47)

−𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ − 2𝛽

√
ℓℓ ′
[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦1𝑗

′)
]︁
×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 + 2𝛽

√
𝑛(𝒦1𝑗

′)
[︁√

ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ −

√
ℓ×

×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
−
√︃

2𝛽ℓ ′

𝑞 ′2⊥
[(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]

[︁
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×[(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓𝒦3]ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ − 2𝛽

√
ℓ𝑛𝒦3ℐ ′

𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︁
+

√︃
2𝛽

𝑞 ′2⊥
×

×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝑞
′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]

[︁√
ℓ [(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦3]ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1 −

−√
𝑛 (𝑀ℓ +𝑚𝑓)𝒦3ℐ ′

𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ
]︁}︂

.

ℛ−−
𝑃𝐴 = 𝑔𝑝𝑔

′
𝑎𝑗𝑝

{︂
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︁
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦4 − (А.48)

−𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)
]︁
ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ − 2𝛽
√
ℓℓ ′
[︁
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦1𝑗

′)
]︁
×

×ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1 + 2𝛽

√
𝑛(𝒦1𝑗

′)
[︁√

ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛,ℓ −

√
ℓ×

×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1

]︁
−
√︃

2𝛽

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓) [(𝑞

′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]×

×
[︁√

ℓ ′ [(𝒦1𝑃
′) +𝑚𝑓𝒦3]ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ −
√
𝑛 (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)𝒦3ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ

]︁
+

+

√︃
2𝛽ℓ

𝑞 ′2⊥
[(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]

[︁
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝒦1𝑃

′)−𝑚𝑓𝒦3]ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ−1 −

−2𝛽
√
ℓ ′𝑛𝒦3ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛,ℓ−1

]︁}︂
.
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8. В случае, когда обе вершины векторного типа (𝑘 = 𝑘 ′ = 𝑉 ), результаты

имеют следующий вид:

ℛ++
𝑉 𝑉 = 𝑔𝑣𝑔

′
𝑣

{︂
2𝛽

√
ℓℓ ′
[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦1𝑗

′)− (А.49)

−(𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗
′)𝒦3 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦4]

]︁
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ +

+(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)
[︁
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦1𝑗

′)−

−(𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗
′)𝒦3 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦4]

]︁
ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1 ×

×ℐ𝑛−1,ℓ−1 + 2𝛽
√
𝑛 [(𝑗Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦4]

[︀√
ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ +

√
ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
−
√︃

2𝛽ℓ

𝑞 ′2⊥
×

×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝑞
′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)][(𝑃 Λ̃𝑗)𝒦3 − (𝑃𝜙𝑗)𝒦4 −

−𝑚𝑓(𝒦1𝑗)]ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ −

√︃
2𝛽ℓ ′

𝑞2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)]×

×[(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 −𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)]ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ−1 −
√︃

2𝛽ℓ ′

𝑞2⊥
×

×(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝑞Λ𝑗
′)− i(𝑞𝜙𝑗 ′)][(𝑃 Λ̃𝑗)𝒦3 − (𝑃𝜙𝑗)𝒦4 +𝑚𝑓 ×

×(𝒦1𝑗)]ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1 −

√︃
2𝛽ℓ

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝑞

′Λ𝑗) + i(𝑞 ′𝜙𝑗)]×

×[(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)]ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ +

+(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝑗Λ𝑗
′) + i(𝑗𝜙𝑗 ′)] [(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓 ×

×𝒦3]
(𝑞Λ𝑞 ′)− i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀

𝑞2⊥𝑞
′2
⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1 + 2𝛽

√
ℓℓ ′[(𝑗Λ𝑗 ′)− i(𝑗𝜙𝑗 ′)]×

×[(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦3]
(𝑞Λ𝑞 ′) + i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀

𝑞2⊥𝑞
′2
⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ −

√︀
2𝛽𝑛 (𝒦1𝑗)×

×
[︀
2𝛽

√
ℓℓ ′

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ + (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
−
√︀
2𝛽𝑛 (𝒦1𝑗

′)
[︀
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)×
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×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)
(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀

𝑞2⊥
ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1 + 2𝛽

√
ℓℓ ′ ×

×(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ

]︀
+ 2𝛽

√
𝑛 𝒦3

[︀√
ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ−1 +

√
ℓ×

×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)
(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀

𝑞2⊥

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ

]︀}︂
;

ℛ+−
𝑉 𝑉 = i𝑔𝑣𝑔

′
𝑣

{︂√︀
2𝛽ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)

[︀
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦2𝑗

′)− (А.50)

−(𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗
′)𝒦4 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]

]︀
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ −

√︀
2𝛽ℓ×

×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)
[︀
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦2𝑗

′)− (𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑃 ) +

+𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗
′)𝒦4 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]

]︀
ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

√︀
2𝛽𝑛 [(𝑗Λ̃𝑗 ′)𝒦4 +

+(𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]
[︀
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ − 2𝛽
√
ℓℓ ′ℐ ′

𝑛,ℓ′ ×

×ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
− (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

[(𝑃 Λ̃𝑗)𝒦4 −

−(𝑃𝜙𝑗)𝒦3 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗)]ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ +

2𝛽
√
ℓℓ ′√︀
𝑞2⊥

[(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)] [(𝑃 Λ̃𝑗 ′)×

×𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)]ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ−1 +
2𝛽

√
ℓℓ ′√︀
𝑞2⊥

[(𝑞Λ𝑗 ′)− i(𝑞𝜙𝑗 ′)]×

×[(𝑃 Λ̃𝑗)𝒦4 − (𝑃𝜙𝑗)𝒦3 +𝑚𝑓(𝒦2𝑗)]ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1 − (𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)
(𝑞 ′Λ𝑗) + i(𝑞 ′𝜙𝑗)√︀

𝑞 ′2⊥
[(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 +𝑚𝑓(𝒦2𝑗

′)]×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ −

√︀
2𝛽ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝑗Λ𝑗

′) + i(𝑗𝜙𝑗 ′)] [(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓𝒦4]×

×(𝑞Λ𝑞 ′)− i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀
𝑞2⊥𝑞

′2
⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1 +

√︀
2𝛽ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝑗Λ𝑗

′)− i(𝑗𝜙𝑗 ′)]×



95

×[(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦4]
(𝑞Λ𝑞 ′) + i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀

𝑞2⊥𝑞
′2
⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ − 2𝛽

√
𝑛(𝒦2𝑗)×

×
[︀√
ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ −

√
ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
+ 2𝛽

√
𝑛 (𝒦2𝑗

′)
[︀√
ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1 −

√
ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ

]︀
−

−
√︀

2𝛽𝑛 𝒦4

[︀
2𝛽

√
ℓℓ ′

(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ−1 −

−(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)
(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀

𝑞2⊥

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ

]︀}︂
;

ℛ−+
𝑉 𝑉 = i𝑔𝑣𝑔

′
𝑣

{︂
−
√︀
2𝛽ℓ (𝑀ℓ +𝑚 ′

𝑓)
[︀
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦2𝑗

′)− (А.51)

−(𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗
′)𝒦4 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]

]︀
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ +

√︀
2𝛽ℓ ′ ×

×(𝑀ℓ +𝑚𝑓)
[︀
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦2𝑗

′)− (𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓 ×

×[(𝑗Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]
]︀
ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 −

√︀
2𝛽𝑛 [(𝑗Λ̃𝑗 ′)𝒦4 +

+(𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]
[︀
2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ − (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′
𝑛,ℓ′ ×

×ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
+

2𝛽
√
ℓℓ ′√︀
𝑞 ′2⊥

[(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)][(𝑃 Λ̃𝑗)𝒦4 − (𝑃𝜙𝑗)𝒦3 +

+𝑚𝑓(𝒦2𝑗)]ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ − (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

×

×[(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 +𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)]ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ−1 − (𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)
(𝑞Λ𝑗 ′)− i(𝑞𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞2⊥
[(𝑃 Λ̃𝑗)𝒦4 − (𝑃𝜙𝑗)𝒦3 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗)]×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

2𝛽
√
ℓℓ ′√︀
𝑞 ′2⊥

[(𝑞 ′Λ𝑗) + i(𝑞 ′𝜙𝑗)] [(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)×
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×𝒦3 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)]ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ +
√︀

2𝛽ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝑗Λ𝑗
′) + i(𝑗𝜙𝑗 ′)]×

×[(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦4]
(𝑞Λ𝑞 ′)− i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀

𝑞2⊥𝑞
′2
⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1 −

√︀
2𝛽ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×[(𝑗Λ𝑗 ′)− i(𝑗𝜙𝑗 ′)] [(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓𝒦4]
(𝑞Λ𝑞 ′) + i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀

𝑞2⊥𝑞
′2
⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ +

+2𝛽
√
𝑛 (𝒦2𝑗)

[︀√
ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ −

√
ℓ ′ (𝑀ℓ +

+𝑚𝑓)
(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥
ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
− 2𝛽

√
𝑛 (𝒦2𝑗

′)
[︀√
ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1 −

√
ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ

]︀
+

+
√︀
2𝛽𝑛 𝒦4

[︀
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ−1 − 2𝛽

√
ℓℓ ′

(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ

]︀}︂
;

ℛ−−
𝑉 𝑉 = 𝑔𝑣𝑔

′
𝑣

{︂
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︀
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦1𝑗

′)− (А.52)

−(𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗
′)𝒦3 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦4]

]︀
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ + 2𝛽

√
ℓℓ ′ ×

×
[︀
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦1𝑗

′)− (𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗
′)𝒦3 +

+(𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦4]
]︀
ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 + 2𝛽

√
𝑛[(𝑗Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦4]

[︀√
ℓ ′ ×

×(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ +

√
ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
−
√︃

2𝛽ℓ ′

𝑞 ′2⊥
×

×(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝑞
′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)][(𝑃 Λ̃𝑗)𝒦3 − (𝑃𝜙𝑗)𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦1𝑗)]×

×ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ −

√︃
2𝛽ℓ

𝑞2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)] [(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)×

×𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)]ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ−1 −
√︃

2𝛽ℓ

𝑞2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝑞Λ𝑗

′)− i(𝑞𝜙𝑗 ′)]×



97

×[(𝑃 Λ̃𝑗)𝒦3 − (𝑃𝜙𝑗)𝒦4 −𝑚𝑓(𝒦1𝑗)]ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1 −

√︃
2𝛽ℓ ′

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×[(𝑞 ′Λ𝑗) + i(𝑞 ′𝜙𝑗)][(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 −𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)]ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ +

+2𝛽
√
ℓℓ ′ [(𝑗Λ𝑗 ′) + i(𝑗𝜙𝑗 ′)][(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦3]

(𝑞Λ𝑞 ′)− i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀
𝑞2⊥𝑞

′2
⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1 +

+(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝑗Λ𝑗
′)− i(𝑗𝜙𝑗 ′)] [(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓𝒦3]

(𝑞Λ𝑞 ′) + i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀
𝑞2⊥𝑞

′2
⊥

×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ −

√︀
2𝛽𝑛 (𝒦1𝑗)

[︀
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ ×

×ℐ𝑛,ℓ + 2𝛽
√
ℓℓ ′

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
−
√︀
2𝛽𝑛 (𝒦1𝑗

′)
[︀
2𝛽

√
ℓℓ ′ ×

×(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1 + (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′ ×

×ℐ𝑛−1,ℓ

]︀
+ 2𝛽

√
𝑛 𝒦3

[︀√
ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ ×

×ℐ𝑛,ℓ−1 +
√
ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ

]︀}︂
.

Выражения для ℛ𝑠 ′𝑠
𝑉 𝑉 , соответствующие второй диаграмме на рис. 1.1,

получаются заменой 𝑃𝛼 → 𝑃 ′
𝛼, 𝑞𝛼 ↔ −𝑞 ′𝛼, 𝑗𝛼 ↔ 𝑗 ′𝛼 ℐ𝑚,𝑛 ↔ ℐ ′

𝑚,𝑛.
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9. Для случая, когда 𝑗 - векторный ток и 𝑗 ′ - псевдовекторный ток (𝑘 =

𝑉, 𝑘 ′ = 𝐴), мы получаем:

ℛ++
𝐴𝑉 = 𝑔𝑣𝑔

′
𝑎

{︂
2𝛽

√
ℓℓ ′
[︀
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦2𝑗

′)− (𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑃 ) + (А.53)

+𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗
′)𝒦4 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]

]︀
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ − (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︀
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)×

×(𝒦2𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦2𝑗
′)− (𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗

′)𝒦4 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]
]︀
×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 + 2𝛽

√
𝑛[(𝑗Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]

[︀√
ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1 ×

×ℐ𝑛,ℓ −
√
ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
−
√︃

2𝛽ℓ

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝑞

′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]×

×[(𝑃 Λ̃𝑗)𝒦4 − (𝑃𝜙𝑗)𝒦3 +𝑚𝑓(𝒦2𝑗)]ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ +

√︃
2𝛽ℓ ′

𝑞2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝑞Λ𝑗)−

−i(𝑞𝜙𝑗)][(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 +𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)]ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ−1 +

√︃
2𝛽ℓ ′

𝑞2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×[(𝑞Λ𝑗 ′)− i(𝑞𝜙𝑗 ′)][(𝑃 Λ̃𝑗)𝒦4 − (𝑃𝜙𝑗)𝒦3 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗)]ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1 −

√︃
2𝛽ℓ

𝑞 ′2⊥
×

×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝑞
′Λ𝑗) + i(𝑞 ′𝜙𝑗)][(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗

′)]ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1 ×

×ℐ𝑛−1,ℓ − (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝑗Λ𝑗
′) + i(𝑗𝜙𝑗 ′)] [(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦4]×

×(𝑞Λ𝑞 ′)− i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀
𝑞2⊥𝑞

′2
⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1 + 2𝛽

√
ℓℓ ′ [(𝑗Λ𝑗 ′)− i(𝑗𝜙𝑗 ′)][(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓𝒦4]×

×(𝑞Λ𝑞 ′) + i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀
𝑞2⊥𝑞

′2
⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ −

√︀
2𝛽𝑛 (𝒦2𝑗)

[︀
2𝛽

√
ℓℓ ′

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ − (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
+

+
√︀

2𝛽𝑛 (𝒦2𝑗
′)
[︀
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1 − 2𝛽

√
ℓℓ ′×
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×(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ

]︀
− 2𝛽

√
𝑛 𝒦4

[︀√
ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

×

×(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ−1 −

√
ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

×

×(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ

]︀}︂
;

ℛ++
𝑉 𝐴 = 𝑔𝑣𝑔

′
𝑎

{︂
2𝛽

√
ℓℓ ′
[︀
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑗) + (𝑃 ′Λ̃𝑗)(𝒦2𝑗

′)− (𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑃
′)− (А.54)

−𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗
′)𝒦4 − (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]

]︀
ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ − (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)
[︀
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)×

×(𝒦2𝑗) + (𝑃 ′Λ̃𝑗)(𝒦2𝑗
′)− (𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑃

′) +𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗
′)𝒦4 − (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]

]︀
×

×ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1 + 2𝛽

√
𝑛[(𝑗Λ̃𝑗 ′)𝒦4 − (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]

[︀√
ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ𝑛−1,ℓ′−1 ×

×ℐ ′
𝑛,ℓ −

√
ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1

]︀
+

√︃
2𝛽ℓ

𝑞2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)]×

×[(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦4 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦3 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)]ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′

𝑛,ℓ −
√︃

2𝛽ℓ ′

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×[(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)][(𝑃 ′Λ̃𝑗)𝒦4 + (𝑃 ′𝜙𝑗)𝒦3 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗)]ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ−1 −

√︃
2𝛽ℓ ′

𝑞 ′2⊥
×

×(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝑞
′Λ𝑗)− i(𝑞 ′𝜙𝑗)][(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦4 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦3 +𝑚𝑓(𝒦2𝑗

′)]ℐ𝑛−1,ℓ′ ×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1 +

√︃
2𝛽ℓ

𝑞2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝑞Λ𝑗

′) + i(𝑞𝜙𝑗 ′)][(𝑃 ′Λ̃𝑗)𝒦4 + (𝑃 ′𝜙𝑗)𝒦3 +

+𝑚𝑓(𝒦2𝑗)]ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ − (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝑗Λ𝑗

′)− i(𝑗𝜙𝑗 ′)] [(𝒦2𝑃
′)−

−𝑚𝑓𝒦4]
(𝑞Λ𝑞 ′) + i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀

𝑞2⊥𝑞
′2
⊥

ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′
𝑛,ℓ−1 + 2𝛽

√
ℓℓ ′ [(𝑗Λ𝑗 ′) + i(𝑗𝜙𝑗 ′)][(𝒦2𝑃

′)+
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+𝑚𝑓𝒦4]
(𝑞Λ𝑞 ′)− i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀

𝑞2⊥𝑞
′2
⊥

ℐ𝑛−1,ℓ′ℐ ′
𝑛−1,ℓ +

√︀
2𝛽𝑛 (𝒦2𝑗

′)
[︀
2𝛽

√
ℓℓ ′

(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

×

×ℐ𝑛−1,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ − (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1

]︀
−
√︀
2𝛽𝑛×

×(𝒦2𝑗)
[︀
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛,ℓ−1 − 2𝛽

√
ℓℓ ′ ×

×(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛−1,ℓ

]︀
− 2𝛽

√
𝑛 𝒦4

[︀√
ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

×

×(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ𝑛−1,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ−1 −

√
ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

×

×(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ

]︀}︂
;

ℛ+−
𝐴𝑉 = i𝑔𝑣𝑔

′
𝑎

{︂
−
√︀

2𝛽ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)
[︀
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦1𝑗

′)− (А.55)

−(𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗
′)𝒦3 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦4]

]︀
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ +

√︀
2𝛽ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×
[︀
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦1𝑗

′)− (𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗
′)𝒦3 + (𝑗𝜙𝑗 ′)×

×𝒦4]
]︀
ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

√︀
2𝛽𝑛 [(𝑗Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦4]

[︀
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ + 2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
− (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

[(𝑃 Λ̃𝑗)𝒦3 − (𝑃𝜙𝑗)𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦1𝑗)]ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ −

2𝛽
√
ℓℓ ′√︀
𝑞2⊥

×

×[(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)] [(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)]ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ−1 −

−2𝛽
√
ℓℓ ′√︀
𝑞2⊥

[(𝑞Λ𝑗 ′)− i(𝑞𝜙𝑗 ′)] [(𝑃 Λ̃𝑗)𝒦3 − (𝑃𝜙𝑗)𝒦4 −𝑚𝑓(𝒦1𝑗)]×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1 − (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞 ′Λ𝑗) + i(𝑞 ′𝜙𝑗)√︀
𝑞 ′2⊥

×
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×[(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 −𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)]ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ +
√︀

2𝛽ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×[(𝑗Λ𝑗 ′) + i(𝑗𝜙𝑗 ′)][(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦3]
(𝑞Λ𝑞 ′)− i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀

𝑞2⊥𝑞
′2
⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1 +

√︀
2𝛽ℓ ′ ×

×(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝑗Λ𝑗
′)− i(𝑗𝜙𝑗 ′)] [(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓𝒦3]

(𝑞Λ𝑞 ′) + i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀
𝑞2⊥𝑞

′2
⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ −

−2𝛽
√
𝑛 (𝒦1𝑗)

[︀√
ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ +

√
ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
− 2𝛽

√
𝑛 (𝒦1𝑗

′)
[︀√
ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1 +

√
ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ

]︀
+

+
√︀
2𝛽𝑛 𝒦3

[︀
2𝛽

√
ℓℓ ′

(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ−1 +

+(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)
(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀

𝑞2⊥

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ

]︀}︂
;

ℛ+−
𝑉 𝐴 = i𝑔𝑣𝑔

′
𝑎

{︂
−
√︀
2𝛽ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)

[︀
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑗) + (𝑃 ′Λ̃𝑗)(𝒦1𝑗

′)− (А.56)

−(𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑃
′) +𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗

′)𝒦3 − (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦4]
]︀
ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ +
√︀
2𝛽ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×
[︀
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑗) + (𝑃 ′Λ̃𝑗)(𝒦1𝑗

′)− (𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑃
′) +𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗

′)𝒦3 − (𝑗𝜙𝑗 ′)×

×𝒦4]
]︀
ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1 +
√︀

2𝛽𝑛 [(𝑗Λ̃𝑗 ′)𝒦3 − (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦4]
[︀
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛,ℓ + 2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1

]︀
+ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

[(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦4 −𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)]ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′

𝑛,ℓ +

+
2𝛽

√
ℓℓ ′√︀
𝑞 ′2⊥

[(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)] [(𝑃 ′Λ̃𝑗)𝒦3 + (𝑃 ′𝜙𝑗)𝒦4 −𝑚𝑓(𝒦1𝑗)]ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ−1+
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+
2𝛽

√
ℓℓ ′√︀
𝑞 ′2⊥

[(𝑞 ′Λ𝑗)− i(𝑞 ′𝜙𝑗)] [(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)]×

×ℐ𝑛−1,ℓ′ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1 + (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗 ′) + i(𝑞𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞2⊥

[(𝑃 ′Λ̃𝑗)𝒦3 +

+(𝑃 ′𝜙𝑗)𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦1𝑗)]ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ +

√︀
2𝛽ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝑗Λ𝑗

′)−

−i(𝑗𝜙𝑗 ′)][(𝒦1𝑃
′)−𝑚𝑓𝒦3]

(𝑞Λ𝑞 ′) + i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀
𝑞2⊥𝑞

′2
⊥

ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′
𝑛,ℓ−1 +

√︀
2𝛽ℓ ′ ×

×(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝑗Λ𝑗
′) + i(𝑗𝜙𝑗 ′)] [(𝒦1𝑃

′) +𝑚𝑓𝒦3]
(𝑞Λ𝑞 ′)− i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀

𝑞2⊥𝑞
′2
⊥

×

×ℐ𝑛−1,ℓ′ℐ ′
𝑛−1,ℓ + 2𝛽

√
𝑛(𝒦1𝑗

′)
[︀√
ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ𝑛−1,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ +

+
√
ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1

]︀
+ 2𝛽

√
𝑛 (𝒦1𝑗)

[︀√
ℓ ′ ×

×(𝑀ℓ +𝑚𝑓)
(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥
ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛,ℓ−1 +
√
ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛−1,ℓ

]︀
+
√︀
2𝛽𝑛 𝒦3

[︀
2𝛽

√
ℓℓ ′

(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

×

×(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ𝑛−1,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ−1 + (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

×

×(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ

]︀}︂
;

ℛ−+
𝐴𝑉 = i𝑔𝑣𝑔

′
𝑎

{︂
−
√︀

2𝛽ℓ (𝑀ℓ +𝑚 ′
𝑓)
[︀
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦1𝑗

′)− (А.57)

−(𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗
′)𝒦3 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦4]

]︀
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ −

√︀
2𝛽ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×
[︀
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦1𝑗

′)− (𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗
′)𝒦3 + (𝑗𝜙𝑗 ′)×

×𝒦4]
]︀
ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 −

√︀
2𝛽𝑛 [(𝑗Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦4]

[︀
2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ +

+(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
+

2𝛽
√
ℓℓ ′√︀
𝑞 ′2⊥

[(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)][(𝑃 Λ̃𝑗)×

×𝒦3 − (𝑃𝜙𝑗)𝒦4 −𝑚𝑓(𝒦1𝑗)]ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ + (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×
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×(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

[(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 −𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)]ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ−1 +

+(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)
(𝑞Λ𝑗 ′)− i(𝑞𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞2⊥
[(𝑃 Λ̃𝑗)𝒦3 − (𝑃𝜙𝑗)𝒦4 +

+𝑚𝑓(𝒦1𝑗)]ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

2𝛽
√
ℓℓ ′√︀
𝑞 ′2⊥

[(𝑞 ′Λ𝑗) + i(𝑞 ′𝜙𝑗)][(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 +

+(𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)]ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ −
√︀

2𝛽ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝑗Λ𝑗
′) +

+i(𝑗𝜙𝑗 ′)][(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓𝒦3]
(𝑞Λ𝑞 ′)− i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀

𝑞2⊥𝑞
′2
⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1 −

√︀
2𝛽ℓ×

×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝑗Λ𝑗
′)− i(𝑗𝜙𝑗 ′)] [(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦3]

(𝑞Λ𝑞 ′) + i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀
𝑞2⊥𝑞

′2
⊥

×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ + 2𝛽

√
𝑛(𝒦1𝑗)

[︀√
ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ +

+
√
ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
+ 2𝛽

√
𝑛 (𝒦1𝑗

′)×

×
[︀√
ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1 +

√
ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ

]︀
−
√︀

2𝛽𝑛 𝒦3

[︀
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ−1 + 2𝛽

√
ℓℓ ′ ×

×(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ

]︀}︂
;

ℛ−+
𝑉 𝐴 = i𝑔𝑣𝑔

′
𝑎

{︂
−
√︀

2𝛽ℓ (𝑀ℓ +𝑚 ′
𝑓)
[︀
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑗) + (𝑃 ′Λ̃𝑗)(𝒦1𝑗

′)− (А.58)

−(𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑃
′) +𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗

′)𝒦3 − (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦4]
]︀
ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ −
√︀
2𝛽ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)×
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×
[︀
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑗) + (𝑃 ′Λ̃𝑗)(𝒦1𝑗

′)− (𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑃
′)−𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗

′)𝒦3 − (𝑗𝜙𝑗 ′)×

×𝒦4]
]︀
ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1 −
√︀

2𝛽𝑛 [(𝑗Λ̃𝑗 ′)𝒦3 − (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦4]
[︀
2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛,ℓ +

+(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1

]︀
− 2𝛽

√
ℓℓ ′√︀
𝑞2⊥

[(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)][(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦3 −

−(𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)]ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′

𝑛,ℓ − (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

[(𝑃 ′Λ̃𝑗)𝒦3 + (𝑃 ′𝜙𝑗)𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦1𝑗)]ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ−1 −

−(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)
(𝑞 ′Λ𝑗)− i(𝑞 ′𝜙𝑗)√︀

𝑞 ′2⊥
[(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦3 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦4 −𝑚𝑓 ×

×(𝒦1𝑗
′)]ℐ𝑛−1,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1 −
2𝛽

√
ℓℓ ′√︀
𝑞2⊥

[(𝑞Λ𝑗 ′) + i(𝑞𝜙𝑗 ′)][(𝑃 ′Λ̃𝑗)𝒦3 + (𝑃 ′𝜙𝑗)𝒦4 −

−𝑚𝑓(𝒦1𝑗)]ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ −

√︀
2𝛽ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝑗Λ𝑗

′)− i(𝑗𝜙𝑗 ′)]×

×[(𝒦1𝑃
′) +𝑚𝑓𝒦3]

(𝑞Λ𝑞 ′) + i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀
𝑞2⊥𝑞

′2
⊥

ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′
𝑛,ℓ−1 −

√︀
2𝛽ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×[(𝑗Λ𝑗 ′) + i(𝑗𝜙𝑗 ′)] [(𝒦1𝑃
′)−𝑚𝑓𝒦3]

(𝑞Λ𝑞 ′)− i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀
𝑞2⊥𝑞

′2
⊥

ℐ𝑛−1,ℓ′ℐ ′
𝑛−1,ℓ − 2𝛽

√
𝑛×

×(𝒦1𝑗
′)
[︀√
ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ𝑛−1,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ +

√
ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1

]︀
− 2𝛽

√
𝑛 (𝒦1𝑗)

[︀√
ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛,ℓ−1 +

√
ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

×

×ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛−1,ℓ

]︀
−
√︀

2𝛽𝑛 𝒦3

[︀
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

×

×(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ𝑛−1,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ−1 + 2𝛽

√
ℓℓ ′

(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

×

×(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ

]︀}︂
;
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ℛ−−
𝐴𝑉 = 𝑔𝑣𝑔

′
𝑎

{︂
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︀
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦2𝑗

′)− (А.59)

−(𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗
′)𝒦4 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]

]︀
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ − 2𝛽

√
ℓℓ ′ ×

×
[︀
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦2𝑗

′)− (𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗
′)𝒦4 +

+(𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]
]︀
ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 + 2𝛽

√
𝑛[(𝑗Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]×

×
[︀√
ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ −
√
ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
−

−
√︃

2𝛽ℓ ′

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝑞

′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)][(𝑃 Λ̃𝑗)𝒦4 − (𝑃𝜙𝑗)𝒦3 −

−𝑚𝑓(𝒦2𝑗)]ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ +

√︃
2𝛽ℓ

𝑞2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)]×

×[(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)]ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ−1 +

√︃
2𝛽ℓ

𝑞2⊥
×

×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝑞Λ𝑗
′)− i(𝑞𝜙𝑗 ′)] [(𝑃 Λ̃𝑗)𝒦4 − (𝑃𝜙𝑗)𝒦3 +𝑚𝑓(𝒦2𝑗)]×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1 −

√︃
2𝛽ℓ ′

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝑞

′Λ𝑗) + i(𝑞 ′𝜙𝑗)] [(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 +

+(𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 +𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)]ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ − 2𝛽
√
ℓℓ ′[(𝑗Λ𝑗 ′) + i(𝑗𝜙𝑗 ′)]×

×[(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓𝒦4]
(𝑞Λ𝑞 ′)− i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀

𝑞2⊥𝑞
′2
⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1 + (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×[(𝑗Λ𝑗 ′)− i(𝑗𝜙𝑗 ′)][(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦4]
(𝑞Λ𝑞 ′) + i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀

𝑞2⊥𝑞
′2
⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ −

√︀
2𝛽𝑛×

×(𝒦2𝑗)
[︀
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ − 2𝛽

√
ℓℓ ′ ×

×(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
+
√︀
2𝛽𝑛 (𝒦2𝑗

′)
[︀
2𝛽

√
ℓℓ ′

(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1 − (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ

]︀
−

−2𝛽
√
𝑛 𝒦4

[︀√
ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ−1 −

−
√
ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ

]︀}︂
;
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ℛ−−
𝑉 𝐴 = 𝑔𝑣𝑔

′
𝑎

{︂
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︀
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑗) + (𝑃 ′Λ̃𝑗)(𝒦2𝑗

′)− (А.60)

−(𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑃
′) +𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗

′)𝒦4 − (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]
]︀
ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛,ℓ − 2𝛽
√
ℓℓ ′ ×

×
[︀
(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑗) + (𝑃 ′Λ̃𝑗)(𝒦2𝑗

′)− (𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑃
′)−𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗

′)𝒦4 −

−(𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]
]︀
ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1 + 2𝛽
√
𝑛[(𝑗Λ̃𝑗 ′)𝒦4 − (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]×

×
[︀√
ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′

𝑛,ℓ −
√
ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1

]︀
+

+

√︃
2𝛽ℓ ′

𝑞2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)][(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦4 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦3 +

+𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)]ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′

𝑛,ℓ −
√︃

2𝛽ℓ

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝑞

′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]×

×[(𝑃 ′Λ̃𝑗)𝒦4 + (𝑃 ′𝜙𝑗)𝒦3 +𝑚𝑓(𝒦2𝑗)]ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ−1 −

√︃
2𝛽ℓ

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×[(𝑞 ′Λ𝑗)− i(𝑞 ′𝜙𝑗)] [(𝑃 ′Λ̃𝑗 ′)𝒦4 − (𝑃 ′𝜙𝑗 ′)𝒦3 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)]ℐ𝑛−1,ℓ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ−1 +

+

√︃
2𝛽ℓ ′

𝑞2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝑞Λ𝑗

′) + i(𝑞𝜙𝑗 ′)] [(𝑃 ′Λ̃𝑗)𝒦4 + (𝑃 ′𝜙𝑗)𝒦3 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗)]×

×ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ − 2𝛽

√
ℓℓ ′[(𝑗Λ𝑗 ′)− i(𝑗𝜙𝑗 ′)] [(𝒦2𝑃

′) +𝑚𝑓𝒦4]×

×(𝑞Λ𝑞 ′) + i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀
𝑞2⊥𝑞

′2
⊥

ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′
𝑛,ℓ−1 + (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝑗Λ𝑗

′) + i(𝑗𝜙𝑗 ′)]×

×[(𝒦2𝑃
′)−𝑚𝑓𝒦4]

(𝑞Λ𝑞 ′)− i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀
𝑞2⊥𝑞

′2
⊥

ℐ𝑛−1,ℓ′ℐ ′
𝑛−1,ℓ +

√︀
2𝛽𝑛 (𝒦2𝑗

′)×

×
[︀
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ𝑛−1,ℓ′ℐ ′
𝑛,ℓ − 2𝛽

√
ℓℓ ′ ×

×(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ−1

]︀
−
√︀

2𝛽𝑛(𝒦2𝑗)
[︀
2𝛽

√
ℓℓ ′

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

×

×ℐ𝑛−1,ℓ′−1ℐ ′
𝑛,ℓ−1 − (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ𝑛,ℓ′ℐ ′
𝑛−1,ℓ

]︀
−

−2𝛽
√
𝑛 𝒦4

[︀√
ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ𝑛−1,ℓ′ ×

×ℐ ′
𝑛,ℓ−1 −

√
ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ𝑛,ℓ′−1ℐ ′
𝑛−1,ℓ

]︀}︂
.
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10. Для случая, когда 𝑗 и 𝑗 ′ - псевдовекторные токи (𝑘 = 𝑘 ′ = 𝐴), мы полу­

чаем:

ℛ++
𝐴𝐴 = 𝑔𝑎𝑔

′
𝑎

{︂
2𝛽

√
ℓℓ ′
[︀
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦1𝑗

′)− (𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑃 ) + (А.61)

+𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗
′)𝒦3 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦4]

]︀
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ + (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︀
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)×

×(𝒦1𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦1𝑗
′)− (𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗

′)𝒦3 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦4]
]︀
×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 + 2𝛽

√
𝑛[(𝑗Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦4]

[︀√
ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ +

√
ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
−
√︃

2𝛽ℓ

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×[(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)][(𝑃 Λ̃𝑗)𝒦3 − (𝑃𝜙𝑗)𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦1𝑗)]ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ −

−
√︃

2𝛽ℓ ′

𝑞2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)][(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦1𝑗

′)]×

×ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ−1 −

√︃
2𝛽ℓ ′

𝑞2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝑞Λ𝑗

′)− i(𝑞𝜙𝑗 ′)][(𝑃 Λ̃𝑗)𝒦3 − (𝑃𝜙𝑗)𝒦4 −

−𝑚𝑓(𝒦1𝑗)]ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1 −

√︃
2𝛽ℓ

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝑞

′Λ𝑗) + i(𝑞 ′𝜙𝑗)][(𝑃 Λ̃𝑗 ′)×

×𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 −𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)]ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ + (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×[(𝑗Λ𝑗 ′) + i(𝑗𝜙𝑗 ′)] [(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦3]
(𝑞Λ𝑞 ′)− i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀

𝑞2⊥𝑞
′2
⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1 +

+2𝛽
√
ℓℓ ′ [(𝑗Λ𝑗 ′)− i(𝑗𝜙𝑗 ′)][(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓𝒦3]

(𝑞Λ𝑞 ′) + i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀
𝑞2⊥𝑞

′2
⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ −

−
√︀
2𝛽𝑛 (𝒦1𝑗)

[︀
2𝛽

√
ℓℓ ′

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ + (𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)
(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥
ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
−
√︀
2𝛽𝑛 (𝒦1𝑗

′)×

×
[︀
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1 + 2𝛽

√
ℓℓ ′×
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×(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ

]︀
+ 2𝛽

√
𝑛 𝒦3

[︀√
ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

×

×(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ−1 +

√
ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

×

×(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ

]︀}︂
;

ℛ+−
𝐴𝐴 = i𝑔𝑎𝑔

′
𝑎

{︂√︀
2𝛽ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)

[︀
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦2𝑗

′)− (А.62)

−(𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗
′)𝒦4 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]

]︀
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ −

√︀
2𝛽ℓ×

×
[︀
(𝑃 (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)Λ̃𝑗

′)(𝒦2𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦2𝑗
′)− (𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑃 )−

−𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗
′)𝒦4 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]

]︀
ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

√︀
2𝛽𝑛×

×[(𝑗Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]
[︀
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ −

−2𝛽
√
ℓℓ ′ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
− (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

×

×[(𝑃 Λ̃𝑗)𝒦4 − (𝑃𝜙𝑗)𝒦3 +𝑚𝑓(𝒦2𝑗)]ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ +

2𝛽
√
ℓℓ ′√︀
𝑞2⊥

[(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)]×

×[(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 +𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)]ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ−1 +
2𝛽

√
ℓℓ ′√︀
𝑞2⊥

[(𝑞Λ𝑗 ′)− i(𝑞𝜙𝑗 ′)]×

×[(𝑃 Λ̃𝑗)𝒦4 − (𝑃𝜙𝑗)𝒦3 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗)]ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1 − (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×(𝑞 ′Λ𝑗) + i(𝑞 ′𝜙𝑗)√︀
𝑞 ′2⊥

[(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)]ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ −

−
√︀
2𝛽ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝑗Λ𝑗

′) + i(𝑗𝜙𝑗 ′)] [(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦4]
(𝑞Λ𝑞 ′)− i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀

𝑞2⊥𝑞
′2
⊥

×

×ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1 +

√︀
2𝛽ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝑗Λ𝑗

′)− i(𝑗𝜙𝑗 ′)] [(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓𝒦4]×

×(𝑞Λ𝑞 ′) + i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀
𝑞2⊥𝑞

′2
⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ − 2𝛽

√
𝑛 (𝒦2𝑗)

[︀√
ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)×
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×(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ −

√
ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

×

×ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
+ 2𝛽

√
𝑛 (𝒦2𝑗

′)
[︀√
ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1 ×

×ℐ𝑛,ℓ−1 −
√
ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ

]︀
−
√︀

2𝛽𝑛 𝒦4

[︀
2𝛽

√
ℓℓ ′ ×

×(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ−1 − (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ

]︀}︂
;

ℛ−+
𝐴𝐴 = i𝑔𝑎𝑔

′
𝑎

{︂
−
√︀

2𝛽ℓ (𝑀ℓ +𝑚 ′
𝑓)
[︀
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦2𝑗

′)− (А.63)

−(𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗
′)𝒦4 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]

]︀
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ +

√︀
2𝛽ℓ ′ ×

×(𝑀ℓ +𝑚𝑓)
[︀
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦2𝑗

′)− (𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦2𝑃 ) +

+𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗
′)𝒦4 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]

]︀
ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 −

√︀
2𝛽𝑛×

×[(𝑗Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦3]
[︀
2𝛽

√
ℓℓ ′ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ − (𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
+

2𝛽
√
ℓℓ ′√︀
𝑞 ′2⊥

[(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]×

×[(𝑃 Λ̃𝑗)𝒦4 − (𝑃𝜙𝑗)𝒦3 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗)]ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ − (𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)
(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀

𝑞2⊥
[(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 −𝑚𝑓(𝒦2𝑗

′)]×

×ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ−1 − (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗 ′)− i(𝑞𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞2⊥

[(𝑃 Λ̃𝑗)𝒦4 −

−(𝑃𝜙𝑗)𝒦3 +𝑚𝑓(𝒦2𝑗)]ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1 +

2𝛽
√
ℓℓ ′√︀
𝑞 ′2⊥

[(𝑞 ′Λ𝑗) + i(𝑞 ′𝜙𝑗)]×

×[(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦4 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦3 +𝑚𝑓(𝒦2𝑗
′)]ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ +
√︀

2𝛽ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)×
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×[(𝑗Λ𝑗 ′) + i(𝑗𝜙𝑗 ′)] [(𝒦2𝑃 )−𝑚𝑓𝒦4]
(𝑞Λ𝑞 ′)− i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀

𝑞2⊥𝑞
′2
⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1 −

√︀
2𝛽ℓ×

×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝑗Λ𝑗
′)− i(𝑗𝜙𝑗 ′)][(𝒦2𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦4]

(𝑞Λ𝑞 ′) + i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀
𝑞2⊥𝑞

′2
⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ +

+2𝛽
√
𝑛 (𝒦2𝑗)

[︀√
ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ −

√
ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
− 2𝛽

√
𝑛 (𝒦2𝑗

′)
[︀√
ℓ (𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1 −

√
ℓ ′ (𝑀ℓ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ

]︀
+

+
√︀
2𝛽𝑛 𝒦4

[︀
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ ×

×ℐ𝑛,ℓ−1 − 2𝛽
√
ℓℓ ′

(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ

]︀}︂
;

ℛ−−
𝐴𝐴 = 𝑔𝑎𝑔

′
𝑎

{︂
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)

[︀
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦1𝑗

′)− (А.64)

−(𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗
′)𝒦3 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦4]

]︀
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ + 2𝛽

√
ℓℓ ′
[︀
(𝑃 Λ̃𝑗 ′)×

×(𝒦1𝑗) + (𝑃 Λ̃𝑗)(𝒦1𝑗
′)− (𝑗Λ̃𝑗 ′)(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓 [(𝑗Λ̃𝑗

′)𝒦3 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦4]
]︀
×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1 + 2𝛽

√
𝑛[(𝑗Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑗𝜙𝑗 ′)𝒦4]

[︀√
ℓ ′(𝑀ℓ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ +

+
√
ℓ(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
−
√︃

2𝛽ℓ ′

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝑞

′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)]×

×[(𝑃 Λ̃𝑗)𝒦3 − (𝑃𝜙𝑗)𝒦4 −𝑚𝑓(𝒦1𝑗)]ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ −

√︃
2𝛽ℓ

𝑞2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)×

×[(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)][(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)𝒦4 −𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)]ℐ ′

𝑛,ℓ′ℐ𝑛,ℓ−1−
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−
√︃

2𝛽ℓ

𝑞2⊥
(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)[(𝑞Λ𝑗

′)− i(𝑞𝜙𝑗 ′)] [(𝑃 Λ̃𝑗)𝒦3 − (𝑃𝜙𝑗)𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦1𝑗)]×

×ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ−1 −

√︃
2𝛽ℓ ′

𝑞 ′2⊥
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)[(𝑞

′Λ𝑗) + i(𝑞 ′𝜙𝑗)] [(𝑃 Λ̃𝑗 ′)𝒦3 + (𝑃𝜙𝑗 ′)×

×𝒦4 +𝑚𝑓(𝒦1𝑗
′)]ℐ ′

𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ + 2𝛽
√
ℓℓ ′[(𝑗Λ𝑗 ′) + i(𝑗𝜙𝑗 ′)] [(𝒦1𝑃 )−𝑚𝑓𝒦3]×

×(𝑞Λ𝑞 ′)− i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀
𝑞2⊥𝑞

′2
⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1 + (𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓) [(𝑗Λ𝑗

′)− i(𝑗𝜙𝑗 ′)]×

×[(𝒦1𝑃 ) +𝑚𝑓𝒦3]
(𝑞Λ𝑞 ′) + i(𝑞𝜙𝑞 ′)√︀

𝑞2⊥𝑞
′2
⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ −

√︀
2𝛽𝑛 (𝒦1𝑗)

[︀
(𝑀ℓ +𝑚𝑓)×

×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)
(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀

𝑞 ′2⊥
ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ + 2𝛽

√
ℓℓ ′

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

×

×ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ−1

]︀
+
√︀

2𝛽𝑛 (𝒦1𝑗
′)
[︀
2𝛽

√
ℓℓ ′

−(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀
𝑞2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′−1ℐ𝑛,ℓ−1 −

−(𝑀ℓ +𝑚𝑓)(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)
(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀

𝑞2⊥
ℐ ′
𝑛,ℓ′ℐ𝑛−1,ℓ

]︀
+ 2𝛽

√
𝑛 𝒦3

[︀√
ℓ×

×(𝑀ℓ′ +𝑚𝑓)
(𝑞Λ𝑗)− i(𝑞𝜙𝑗)√︀

𝑞2⊥

(𝑞 ′Λ𝑗 ′)− i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛−1,ℓ′ℐ𝑛,ℓ−1 +

√
ℓ ′ ×

×(𝑀ℓ +𝑚𝑓)
(𝑞Λ𝑗) + i(𝑞𝜙𝑗)√︀

𝑞2⊥

(𝑞 ′Λ𝑗 ′) + i(𝑞 ′𝜙𝑗 ′)√︀
𝑞 ′2⊥

ℐ ′
𝑛,ℓ′−1ℐ𝑛−1,ℓ

]︀}︂
.

Выражения для ℛ𝑠 ′𝑠
𝐴𝐴, соответствующие второй диаграмме на рис. 1.1, по­

лучаются заменой 𝑃𝛼 → 𝑃 ′
𝛼, 𝑞𝛼 ↔ −𝑞 ′𝛼, 𝑗𝛼 ↔ 𝑗 ′𝛼 ℐ𝑚,𝑛 ↔ ℐ ′

𝑚,𝑛.
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Приложение Б

Амплитуда расщепления фотона в сильно

замагниченной плазме

Амплитуда рассматриваемого процесса может быть представлена в виде

суммы двух членов

ℳ = ℳ𝐵 +ℳ𝑝𝑙, (Б.1)

где ℳ𝐵 - амплитуда в замагниченном вакууме (𝜇 = 𝑇 = 0). Она описывается

двумя диаграммами Фейнмана, рис. Б.1, и может быть получена из работ [26,

93, 180].

Второй член в (Б.1) описывает вклад плазмы и может трактоваться как

рассеяние «вперед» фотона на реальных электронах и позитронах с испуска­

нием двух фотонов. Эти вклады изображаются диаграммами Фейнмана на

рис. Б.2, где внутренние двойные линии соответствуют электронному пропа­

гатору в магнитном поле.

Амплитуда может быть представлена в следующем виде [99, 178]:

ℳ = 𝜀𝜇(𝑞)𝜀
*
𝜈(𝑞

′′)𝜀*𝜌(𝑞
′)Π𝜇𝜈𝜌, (Б.2)

γ(q′)

γ(q′′)

γ(q)
x

z

y

+ (γ(q′) ↔ γ(q′′))

Рис. Б.1. Диаграммы Фейнмана для процесса расщепления фотона в магнитном поле.
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e(p)

γ(q) γ(q′′)

e(p)

γ(q′)

x
y

z + (ïåðåñòàíîâêè �îòîíîâ )

Рис. Б.2. Диаграммы Фейнмана для процесса рассеяния фотона на электронах замагничен­

ной плазмы с излучением двух фотонов. Рассеянию на позитронах будут соответствовать

диаграммы с заменой 𝑝→ −𝑝. Крестики на концах электронных линий означают, что такие

частицы принадлежат среде.

где

Π𝜇𝜈𝜌 = 𝛽
𝑒3

4𝜋2
(𝜙𝑞)𝜇(𝜙𝑞

′′)𝜈(𝜙𝑞′)𝜌
(𝑞′𝜙𝑞′′)

[︁
𝒥 (−)
2 (𝑞‖, 𝑞

′
‖) − 𝒥 (−)

2 (−𝑞′‖,−𝑞‖) −

− 𝒥 (−)
2 (−𝑞′′‖ , 𝑞′‖) − (𝑞′ ↔ 𝑞′′)

]︁
− 𝑖𝑒3

2𝜋2
{(𝑞′𝜙𝑞′′) [𝜋𝜇𝜈𝜌 + 𝜐𝜇𝜈𝜌] +

+ (𝑞′𝒢(𝑞′′))𝜈 𝜙𝜌𝜇 +
1

2
((𝑞′′ − 𝑞′)𝒢(𝑞))𝜇 𝜙𝜈𝜌 + (𝑞′′𝒢(𝑞′))𝜌 𝜙𝜈𝜇 −

− 𝒢𝜈𝜌(𝑞
′′) (𝑞′𝜙)𝜇 + 𝒢𝜇𝜈(𝑞

′′) (𝑞𝜙)𝜌 + 𝒢𝜇𝜌(𝑞
′) (𝑞𝜙)𝜈 − 𝒢𝜈𝜌(𝑞

′) (𝑞′′𝜙)𝜇 −

− 𝒢𝜇𝜈(𝑞) (𝑞
′′𝜙)𝜌 − 𝒢𝜇𝜌(𝑞) (𝑞

′𝜙)𝜈 − 𝑖(𝜙𝑞)𝜇(𝜙𝑞
′′)𝜈(𝜙𝑞′)𝜌

4(𝑞′𝜙𝑞′′)
×

× [𝑞′2⊥ + 𝑞′′2⊥ + (𝑞′𝑞′′)⊥][𝒥 (−)
2 (𝑞‖, 𝑞

′
‖) − 𝒥 (−)

2 (−𝑞′‖,−𝑞‖)−

− 𝒥 (−)
2 (−𝑞′′‖ , 𝑞′‖) − (𝑞′ ↔ 𝑞′′)]}. (Б.3)

Здесь

𝒢𝜇𝜈(𝑞) =

(︂
Λ̃𝜇𝜈 −

𝑞‖𝜇 𝑞‖𝜈

𝑞2‖

)︂
𝒢(𝑞‖), (Б.4)

𝒢(𝑞‖) =

[︂
𝐻

(︂
𝑞2‖
4𝑚2

)︂
+ 𝒥1(𝑞‖)

]︂
, (Б.5)
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𝒥1(𝑞‖) = 2𝑞2‖𝑚
2

∫︁
𝑑𝑝𝑧
𝐸

𝑓−(𝐸) + 𝑓+(𝐸)

𝑞4‖ − 4(𝑝𝑞)2‖
, (Б.6)

𝒥 (±)
2 (𝑞‖, 𝑞

′
‖) = 2𝑚2

∫︁
𝑑𝑝𝑧
𝐸

𝑓−(𝐸)± 𝑓+(𝐸)

[𝑞2‖ + 2(𝑝𝑞)‖][𝑞′2‖ + 2(𝑝𝑞′)‖]
,

(Б.7)

где функция 𝐻(𝑧) определяется согласно формуле (3.6) главы 3.

Выражение для 𝜋𝜇𝜈𝜌 может быть представлено в следующей форме:

𝜋𝜇𝜈𝜌 =
1

𝑞2‖ 𝑞
′2
‖ 𝑞

′′2
‖

[︁
(𝑞′𝜙𝑞′′)

{︀
(𝜙𝑞)𝜇(𝜙𝑞

′′)𝜈(𝜙𝑞
′)𝜌𝜋⊥ + (𝜙𝑞)𝜇(̃︀Λ𝑞′′)𝜈(̃︀Λ𝑞′)𝜌𝐻

−(̃︀Λ𝑞)𝜇(𝜙𝑞′′)𝜈(̃︀Λ𝑞′)𝜌𝐻 ′′ − (̃︀Λ𝑞)𝜇(̃︀Λ𝑞′′)𝜈(𝜙𝑞′)𝜌𝐻 ′}︀
+(𝑞′𝑞′′)‖(̃︀Λ𝑞)𝜇(𝜙𝑞′′)𝜈(𝜙𝑞′)𝜌(𝐻 ′ −𝐻 ′′)

+(𝑞𝑞′′)‖(𝜙𝑞)𝜇(𝜙𝑞
′′)𝜈(̃︀Λ𝑞′)𝜌(𝐻 −𝐻 ′′)

+(𝑞𝑞′)‖(𝜙𝑞)𝜇(̃︀Λ𝑞′′)𝜈(𝜙𝑞′)𝜌(𝐻 ′ −𝐻)
]︁
, (Б.8)

𝜋⊥ = 𝐻 +𝐻 ′ +𝐻 ′′

+ 2
𝑞2‖ 𝑞

′2
‖ 𝑞

′′2
‖ − 2𝑚2[𝑞2‖ (𝑞

′𝑞′′)‖𝐻 − 𝑞′2‖ (𝑞𝑞
′′)‖𝐻 ′ − 𝑞′′2‖ (𝑞𝑞′)‖𝐻 ′′]

𝑞2‖ 𝑞
′2
‖ 𝑞

′′2
‖ − 4𝑚2[𝑞′2‖ 𝑞′′2‖ − (𝑞′𝑞′′)2‖ ]

, (Б.9)

где 𝐻 ≡ 𝐻(4𝑚2/𝑞2‖ ), 𝐻
′ ≡ 𝐻(4𝑚2/𝑞′2‖ ), 𝐻

′′ ≡ 𝐻(4𝑚2/𝑞′′2‖ ).

Выражение для 𝜐 может быть представлено в виде:

𝜐𝜇𝜈𝜌 = 𝜋𝜇𝜈𝜌
[︀
𝜋⊥ → 𝜐⊥, 𝐻 → 𝒥1(𝑞‖), 𝐻

′ → 𝒥1(𝑞
′
‖), 𝐻

′′ → 𝒥1(𝑞
′′
‖ )
]︀
,

𝜐⊥ =
1

(𝑞′𝜙𝑞′′)2

{︁
(𝑞𝑞′)‖(𝑞𝑞

′′)‖𝒥1(𝑞‖)− (𝑞𝑞′)‖(𝑞
′𝑞′′)‖𝒥1(𝑞

′
‖)−

− (𝑞𝑞′′)‖(𝑞
′𝑞′′)‖𝒥1(𝑞

′′
‖ ) +

𝑞2‖ 𝑞
′2
‖ 𝑞

′′2
‖

4

[︁
𝒥 (+)
2 (𝑞‖, 𝑞

′
‖) +

+ 𝒥 (+)
2 (−𝑞′‖,−𝑞‖) + 𝒥 (+)

2 (−𝑞′′‖ , 𝑞′‖) + (𝑞′ ↔ 𝑞′′)
]︁}︁
. (Б.10)

Парциальные амплитуды для каналов 𝛾1 → 𝛾1𝛾2, 𝛾1 → 𝛾2𝛾2 и 𝛾2 → 𝛾1𝛾1 в

присутствии замагниченной плазмы могут быть получены из (Б.2) подстанов­

кой соответствующих векторов поляризаций:

ℳ𝜆→𝜆′𝜆′′ = 𝜀(𝜆)𝜇 (𝑞)𝜀(𝜆
′)*

𝜌 (𝑞′)𝜀(𝜆
′′)*

𝜈 (𝑞′′)Π𝜇𝜈𝜌. (Б.11)
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При этом:

ℳ1→12 = −𝑖4𝜋
(︁𝛼
𝜋

)︁
3/2 (𝑞′𝜙𝑞′′)(𝑞′𝜙𝑞′′)

[𝑞′2⊥ 𝑞′′2‖ 𝑞
2
⊥]

1/2
𝒢(𝑞′′‖ ), (Б.12)

ℳ1→22 = −𝑖4𝜋
(︁𝛼
𝜋

)︁
3/2 (𝑞′𝑞′′)‖

[𝑞′2‖ 𝑞′′2‖ 𝑞
2
⊥]

1/2
(Б.13)

×
{︀
(𝑞𝑞′′)⊥𝒢(𝑞′‖) + (𝑞𝑞′)⊥𝒢(𝑞′′‖ )

}︀
,

ℳ2→11 = ℳ1→12(𝑞 ↔ 𝑞′′), (Б.14)

где 𝒢(𝑞‖) дается формулой (Б.5).
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