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1 Ââåäåíèå

Íà íûíåøíåì ýòàïå ðàçâèòèÿ òåîðåòè÷åñêîé êîñìîëîãèè è íàáëþäàòåëüíûõ ìå-

òîäîâ ìîæíî ìíîãîå ñ óâåðåííîñòüþ ñêàçàòü íå òîëüêî î ñîâðåìåííîé Âñåëåí-

íîé, íî è î åå ïðîøëîì. Îñíîâîé êîñìîëîãèè ñëóæèò ìîäåëü ãîðÿ÷åãî Áîëüøîãî

Âçðûâà, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ýâîëþöèþ Âñåëåííîé, ïî êðàéíåé ìåðå íà÷èíàÿ ñ

òåìïåðàòóð ïîðÿäêà 1 ÌýÂ, è âî âñåì ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì. Îäíàêî, åñ-

ëè ìû ðàññìàòðèâàåì ñîâñåì ðàííèå ýòàïû ðàçâèòèÿ Âñåëåííîé, â òàêîé ìîäåëè

îáíàðóæèâàþòñÿ âíóòðåííèå òåîðåòè÷åñêèå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ òîíêîé ïîä-

ñòðîéêîé íà÷àëüíûõ äàííûõ. Âî-ïåðâûõ, îäíîðîäíàÿ Âñåëåííàÿ, ïî êðàéíåé ìå-

ðå âèäèìàÿ åå ÷àñòü, ðàíüøå ñîñòîÿëà èç 1089 ïðè÷èííî íå ñâÿçàííûõ îáëàñòåé,

òàê ÷òî àïðèîðè ìû äîëæíû áûëè áû âèäåòü íà íåáå áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñèëü-

íî íåïîõîæèõ îáëàñòåé. Âî-âòîðûõ, ñîâðåìåííàÿ Âñåëåííàÿ ïëîñêàÿ, ñ õîðîøåé
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òî÷íîñòüþ, à ýòî çíà÷èò, ÷òî íà ñòàðòå (ïëàíêîâñêèå âðåìåíà) ïëîñêîñòíîñòü

áûëà íà óðîâíå 10−60. Â-òðåòüèõ, ýíòðîïèÿ ñîâðåìåííîé Âñåëåííîé ïðåâûøàåò

1088, íî â òåîðèè ãîðÿ÷åãî Áîëüøîãî Âçðûâà ýâîëþöèÿ ïðàêòè÷åñêè ðàâíîâåñ-

íàÿ, ÷òî îçíà÷àåò îãðîìíîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ýíòðîïèè. ×òîáû èçáåæàòü ýòèõ

ïðîáëåì, íàäî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà÷àëüíàÿ ñòàäèÿ ýâîëþöèè Âñåëåííîé ñèëü-

íî îòëè÷àëàñü îò òîãî, ÷òî ïðåäïîëàãàåòñÿ â òåîðèè ãîðÿ÷åãî Áîëüøîãî Âçðûâà.

Áîëåå òîãî, è äëÿ íàñ ýòî áóäåò îñîáåííî âàæíî, ñïåöèôè÷åñêàÿ ðàííÿÿ ñòàäèÿ

íåîáõîäèìà äëÿ ãåíåðàöèè êîñìîëîãè÷åñêèõ âîçìóùåíèé.

Ïåðâè÷íûå ñêàëÿðíûå âîçìóùåíèÿ âî Âñåëåííîé ÿâëÿþòñÿ ïðàêòè÷åñêè ãàóñ-

ñîâûìè è èìåþò ïî÷òè ïëîñêèé ñïåêòð ìîùíîñòè [1, 2, 3]. Ïåðâîå ïðåäïî-

ëàãàåò, ÷òî ýòè âîçìóùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óñèëåííûìè âàêóóìíûìè ôëóêòóàöèÿ-

ìè ñëàáîâçàèìîäåéñòâóþùåãî êâàíòîâîãî ïîëÿ. Ïëîñêîñòíîñòü æå ñïåêòðà, ïî-

âèäèìîìó, äîëæíà áûòü ñëåäñòâèåì êàêîé-ëèáî ñèììåòðèè. Ñàìûé èçâåñòíûé

âàðèàíò � ñèììåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà äå Ñèòòåðà, îïèñûâàþùåãî ýêñïîíåíöèàëü-

íîå ðàñøèðåíèå Âñåëåííîé. Ýòî � ïðèáëèæåííàÿ ñèììåòðèÿ èíôëÿöèîííîé Âñå-

ëåííîé [4, 5, 6, 7, 8], ãàðàíòèðóþùàÿ ïðèáëèæåííóþ ïëîñêîñòíîñòü ñêàëÿðíîãî

ñïåêòðà, ïîëó÷àåìîãî áëàãîäàðÿ èíôëÿöèîííîìó ìåõàíèçìó [9, 10, 11, 12, 13].

Îäíàêî, èíôëÿöèÿ � íå åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé âàðèàíò. Ïëîñêèé ñïåêòð,

ê ïðèìåðó, ïîëó÷àåòñÿ â ìîäåëè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå ñ

îòðèöàòåëüíûì ýêñïîíåíöèàëüíûì ïîòåíöèàëîì [14, 15, 16] (òàêæå [17, 18]).

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýòîãî ïîëÿ èíâàðèàíòíû ïðè îäíîâðåìåííîì ðàñòÿæåíèè

ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è ñäâèãå ïîëÿ. Ýòà ñèììåòðèÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ìåäëåí-

íîé ýâîëþöèè Âñåëåííîé (ýêïèðîçèñ [19, 20]), è èç íåå ñëåäóåò ïëîñêîñòíîñòü

ñêàëÿðíîãî ñïåêòðà. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ìåõàíèçìû ïîëó÷åíèÿ ïëîñêîãî ñïåê-

òðà, íàïðèìåð [21, 22, 23, 24, 25], ïðè÷åì èíîãäà íåò î÷åâèäíîé ñèììåòðèè,

ãàðàíòèðóþùåé ïëîñêîñòíîñòü, è ñïåêòð ïîëó÷àåòñÿ ïëîñêèì "ñëó÷àéíî".

Ïðè ïîèñêå àëüòåðíàòèâíûõ ñèììåòðèé, ñòîÿùèõ çà ïëîñêèì ñïåêòðîì, åñòå-

ñòâåííî îáðàòèòüñÿ ê êîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòè [26, 27]. Â ìîäåëÿõ, ïðåäëî-

æåííûõ â [26, 27], ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äî ãîðÿ÷åé ñòàäèè áûëà ýïîõà, êîãäà

äåéñòâèå áûëî êîíôîðìíî èíâàðèàíòíûì. Â îáåèõ ìîäåëÿõ ãëàâíîé êîìïîíåí-
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òîé ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïîëå, ýâîëþöèîíèðóþùåå âî Âñåëåííîé. Â ïåðâîé ìî-

äåëè ýòî êîìïëåêñíîå ñêàëÿðíîå ïîëå ñî ñòàíäàðòíûì êèíåòè÷åñêèì ÷ëåíîì è

îòðèöàòåëüíûì ïîòåíöèàëîì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè, à âî âòîðîé � äâà äåéñòâèòåëü-

íûõ ñêàëÿðíûõ ïîëÿ, îäíî èç êîòîðûõ èìååò íåîáû÷íûé êèíåòè÷åñêèé ÷ëåí ñ

ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà. Â îáåèõ ìîäåëÿõ ïîñëå ýïîõè êîíôîðìíîé ýâî-

ëþöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ îòñêîê èëè ðàçîãðåâ, ïîñëå êîòîðîãî íàñòóïàåò ãîðÿ÷àÿ

ñòàäèÿ. Â öåëîì, êîíöåïöèÿ ïîõîæà íà èíôëÿöèîííóþ, îäíàêî è äèíàìèêà, è,

ãëàâíîå, ýêñïåðèìåíòàëüíûå ñëåäñòâèÿ ýòèõ ìîäåëåé ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò èí-

ôëÿöèîííûõ. Ñòîëü æå åñòåñòâåííî, êàê è â èíôëÿöèè, â ìîäåëÿõ ñ êîíôîðìíîé

ñèììåòðèåé âîçìóùåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïðèîáðåòàþò ïëîñêèé ñïåêòð ìîùíî-

ñòè, ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñïåêòð íå èñêàæàåòñÿ íà ñòàäèè ðàçîãðåâà, ïðè

ïåðåðàáîòêå âîçìóùåíèé ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â àäèàáàòè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ. Îòëè-

÷èÿ ìîäåëåé ðàííåé Âñåëåííîé ñ êîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòüþ îò èíôëÿöèîí-

íûõ çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì: âî-ïåðâûõ, ñêàëÿðíûå âîçìóùåíèÿ ïîëó÷àþò

íåãàóññîâîñòü íåîáû÷íîé ôîðìû; âî-âòîðûõ, êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [28],

îíè ñòàíîâÿòñÿ àíèçîòðîïíûìè; â-òðåòüèõ, â êîíôîðìíûõ ìîäåëÿõ ïðàêòè÷åñêè

íå ãåíåðèðóþòñÿ ãðàâèòàöèîííûå âîëíû. Îñíîâíîé çàäà÷àé äàííîé äèññåðòàöèè

ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå îñîáûõ ñâîéñòâ ïåðâè÷íûõ âîçìóùåíèé â êîíôîðìíûõ ìî-

äåëÿõ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îòëè÷èòü ýòè ìîäåëè îò èíôëÿöèîííûõ.

×òî êàñàåòñÿ ñàìèõ ìîäåëåé ñ êîíôîðìíîé ñèììåòðèåé, òî, íåñìîòðÿ íà ñó-

ùåñòâåííîå ðàçëè÷èå â ìîòèâàöèè è äèíàìè÷åñêîì îïèñàíèè, ìîäåëè ðàáîò [26]

è [27] ïðèâîäÿò ê îäíîìó è òîìó æå ìåõàíèçìó ãåíåðàöèè ñêàëÿðíûõ êîñìî-

ëîãè÷åñêèõ âîçìóùåíèé. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ âñå ñâîäèòñÿ ê ìîäåëè ñ äâóìÿ

ñêàëÿðíûìè ïîëÿìè ρ è Θ ñ ëàãðàíæèàíîì

L = Lρ +
1

2
ρ2 (∂µΘ)2 , (1)

ãäå Lρ îïðåäåëÿåò äèíàìèêó ïîëÿ ρ. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðè ðàñòÿæåíèÿõ ïî-

ëå ρ ïðåîáðàçîâûâàëîñü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ρ(x) → λρ(λx); ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî èìååò ìåñòî íåòðèâèàëüíûé ôîí ρc. Ïîëå Θ ðàñòÿãèâàåòñÿ òðèâèàëüíî,

Θ(x) → Θ(λx); âîçìóùåíèÿ ïîëÿ Θ ÿâëÿþòñÿ ïðåäøåñòâåííèêàìè àäèàáàòè-

4



÷åñêèõ ìîä. Íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïåðèîäà ãåíåðà-

öèè âîçìóùåíèé Θ âëèÿíèå ãðàâèòàöèîííûõ ýôôåêòîâ íà äèíàìèêó ýòèõ äâóõ

ïîëåé áûëî íåçíà÷èòåëüíûì (ýòî äîñòèãàåòñÿ ðàçíûìè ïóòÿìè â [26] è [27])

è ïðåäïîëîæèòü ïðîñòðàíñòâåííóþ îäíîðîäíîñòü ôîíà ρc. Òîãäà ìîæíî îäíî-

çíà÷íî íàïèñàòü:

ρc(x0) = − 1

x0

, x0 < 0 , (2)

ãäå x0 = η � êîíôîðìíîå âðåìÿ â ìîäåëè ñ êîíôîðìíûì ñêàòûâàíèåì [26], è

x0 = t � ôèçè÷åñêîå âðåìÿ â ìîäåëè ãåíåçèñà [27].

Äàëåå ìû ïîäðîáíî ñðàâíèì äâå ìîäåëè è ïîêàæåì èõ ñõîäñòâî. Ïîêà, äëÿ

îïðåäåëåííîñòè, áóäåì ðàáîòàòü â ñöåíàðèè [26]. Â íåì êîíôîðìíàÿ èíâàðèàíò-

íîñòü äîïîëíåíà ãëîáàëüíîé ñèììåòðèåé, â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå U(1), è âêëþ÷àåò

â ñåáÿ êîíôîðìíî ñâÿçàííîå ñêàëÿðíîå ïîëå

S[φ] =

∫
d4x
√−g

[
gµν∂µφ

∗∂νφ+
R

6
φ∗φ− V (φ)

]
,

ýâîëþöèîíèðóþùåå äîñòàòî÷íî äîëãî â ïîòåíöèàëå

V (φ) = −h2|φ|4 . (3)

Ìîäóëü ýòîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñîîòâåòñòâóåò ïîëþ ρ, à ôàçà � ïîëþ Θ èç ôîð-

ìóëû (1) Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî h� 1, òî åñòü òåîðèÿ íàõîäèòñÿ â ðåæèìå ñëàáîé

ñâÿçè. Êðîìå òîãî, ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîðîäíûì, èçîòðîï-

íûì è ïðîñòðàíñòâåííî ïëîñêèì,

ds2 = a2(η)(dη2 − dx2) .

Òîãäà èç-çà êîíôîðìíîé ñâÿçè äèíàìèêà ïîëÿ χ(η,x) = aφ íå çàâèñèò îò ïîâå-

äåíèÿ ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà è ñâîäèòñÿ ê äèíàìèêå ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå Ìèí-

êîâñêîãî. Êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ χc(η) � îäíîðîäíîå ïîëå, ñêàòûâà-

þùååñÿ â ïîòåíöèàëå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè. Åãî ïîâåäåíèå íà ïîçäíèõ âðåìåíàõ

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòüþ,

χc(η) =
1

h(η∗ − η)
, (4)
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Ðèñ. 1: Ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë. Òî÷êè ïîêàçûâàþò ýâîëþöèþ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.

Ñòðåëêè â êîíå÷íîé òî÷êå íà äíå ïîòåíöèàëà ïîêàçûâàþò, ÷òî òàì èìåþòñÿ

âîçìóùåíèÿ ôàçû.

ãäå η∗ � ïðîèçâîëüíûé äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð, è áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìû

ðàññìàòðèâàåì äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå. Êàê áóäåò ïîêàçàíî, íà ðàííèõ âðåìå-

íàõ ëèíåéíûå âîçìóùåíèÿ íàä ýòèì ðåøåíèåì îñöèëëèðóþò êàê ìîäû ñâîáîä-

íîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, â òî âðåìÿ êàê íà ïîçäíèõ

âðåìåíàõ âîçìóùåíèÿ ôàçû

θ =
√

2Arg φ

ïåðåñòàþò çàâèñåòü îò âðåìåíè. Â ëèíåéíîì ïîðÿäêå ñïåêòð âîçìóùåíèé ôàçû

ïëîñêèé, √
Pδθ =

h

2π
. (5)

Â [26] îáñóæäàëîñü, ÷òî ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì êîíôîðìíîé è ãëî-

áàëüíîé ñèììåòðèé.

Äàëåå, â ýòîì ñöåíàðèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë V (φ) íà

ñàìîì äåëå èìååò ìèíèìóì ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïîëÿ, è ÷òî ìîäóëü |φ| â èòî-
ãå â íåì çàêàí÷èâàåò ýâîëþöèþ, ñì. ðèñ. 1. ×òî êàñàåòñÿ äàëüíåéøåé ýâîëþöèè,

òî òóò âîçìîæíû âàðèàíòû. Íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
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âîçìóùåíèÿ δθ íàõîäÿòñÿ çà êîñìîëîãè÷åñêèì ãîðèçîíòîì ê ìîìåíòó îêîí÷à-

íèÿ êîíôîðìíîé ñòàäèè. Ìû áóäåì ðàáîòàòü â òàêîì ïðåäïîëîæåíèè. Âîçìóùå-

íèÿ ôàçû îñòàþòñÿ çàìîðîæåííûìè,1 à èõ � ñïåêòð ïëîñêèì. Â ãîðàçäî áîëåå

ïîçäíþþ ýïîõó ýòè âîçìóùåíèÿ ôàçû ïåðåâîäÿòñÿ â àäèàáàòè÷åñêèå ñêàëÿðíûå

âîçìóùåíèÿ ñ ïîìîùüþ, ê ïðèìåðó, ìåõàíèçìà ðàáîò [32, 33, 34, 35] (â ýòîì ñëó-

÷àå θ áóäåò ïñåâäî íàìáó-ãîëäñòîóíîâñêèì áîçîíîì, è ïåðåðàáîòêà âîçìóùåíèé

ïðîèñõîäèò êàê â [36]) èëè ìåõàíèçìà ìîäóëèðîâàííîãî ðàñïàäà [37, 38, 39]. Â

ëþáîì ñëó÷àå, ñïåêòð ìîùíîñòè íå èñêàæàåòñÿ, òàê ÷òî ïîëó÷èâøèåñÿ àäèàáà-

òè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ èìåþò èçíà÷àëüíûé ïëîñêèé ñïåêòð. Åñëè êîíôîðìíàÿ

èíâàðèàíòíîñòü íå òî÷íàÿ íà ýòàïå ñêàòûâàíèÿ, òî ñêàëÿðíûé ñïåêòð ìîùíîñòè

èìååò ñëàáûé íàêëîí, çàâèñÿùèé êàê îò îòêëîíåíèÿ îò êîíôîðìíîñòè, òàê è îò

ýâîëþöèè ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà ïðè ñêàòûâàíèè [40].

Ñâîåîáðàçíîé ÷åðòîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âî âðåìÿ ñêàòûâàíèÿ ïîëÿ

ìîäóëü òîæå ïîëó÷àåò âîçìóùåíèÿ. Â ïîçäíèå âðåìåíà ýòè âîçìóùåíèÿ èìåþò

êðàñíûé ñïåêòð (íèæå ýòî áóäåò ïîêàçàíî),
√
P|φ|(k) ∝ k−1 . (6)

Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå âîçìóùåíèé ïëîòíîñòè ýíåðãèè ñ êðàñíûì

ñïåêòðîì âî âðåìÿ ñêàòûâàíèÿ, ïåðåä òåì, êàê âîçìóùåíèÿ ìîäóëÿ çàìîðîçÿò-

ñÿ â ìèíèìóìå ïîòåíöèàëà V (φ). Îíè íå îïàñíû, åñëè ýíåðãèÿ ïîëÿ φ ìàëà

ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîëíîé ýíåðãèåé íà âñåõ âðåìåíàõ äî çàìîðîçêè ìîäóëÿ, òî

åñòü êîñìîëîãè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ äðóãîé ìàòåðèåé â ðàííþþ ýïî-

õó. Çäåñü ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü èìåííî ýòî ïðåäïîëîæåíèå.

Äðóãèì âàæíûì ñëåäñòâèåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èíôðàêðàñíûå ðàäèàëüíûå

ìîäû âçàèìîäåéñòâóþò ñ âîçìóùåíèÿìè ôàçû, ÷òî, â ïðèíöèïå, ìîæåò îêà-

çàòü áîëüøîå âëèÿíèå íà ïîñëåäíèå. Ýòî îäèí èç âàæíûõ âîïðîñîâ, êîòîðûå

ìû áóäåì îáñóæäàòü íèæå. Âñëåä çà àâòîðàìè ðàáîòû [28] ìû ïîêàæåì, ÷òî

1Äëÿ ñæèìàþùåéñÿ Âñåëåííîé ýòî ñâîéñòâî çàãîðèçîíòíûõ ìîä ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè äîìè-

íèðóþùåå âåùåñòâî èìååò æåñòêîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, w > 1. Ýòî ñâîéñòâî, âïðî÷åì, â

ëþáîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî äëÿ æèçíåñïîñîáíîñòè ñöåíàðèÿ ñ îòñêîêîì, ñì. îáñóæäåíèÿ â ðà-

áîòàõ [29, 30, 31].
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â ëèíåéíîì ïîðÿäêå ïî h èíôðàêðàñíûå ýôôåêòû ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ïåðå-

îïðåäåëåíèþ ïîëåé, òàê ÷òî ñèëüíîãî èçìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ëèíåéíîãî àíàëèçà

èç-çà èíôðàêðàñíûõ ìîä íå âîçíèêàåò.

Îäíàêî, ñîâñåì ïðåíåáðå÷ü äëèííîâîëíîâûìè ìîäàìè δ|φ| íåëüçÿ. Ìîäû,

÷üè äëèíû âîëí ñåãîäíÿ ïðåâûøàþò õàááëîâñêèé ðàçìåð H−1
0 , èíäóöèðóþò ñòà-

òèñòè÷åñêóþ àíèçîòðîïèþ âîçìóùåíèé ôàçû δθ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àþùèõ-

ñÿ àäèàáàòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé: ñïåêòð ìîùíîñòè àäèàáàòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé

ζ èìååò ñëåäóþùèé âèä [28],

Pζ(k) = P0(k)

(
1 + c1 · h ·

H0

k
· k̂ik̂jwij − c2 · h2 · (k̂u)2

)
. (7)

Ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé ÷ëåí, ëèíåéíûé ïî h, íå ñîäåðæèò èíôðàêðàñíûõ ýô-

ôåêòîâ; wij � ýòî ñèììåòðè÷íûé áåññëåäîâûé òåíçîð îáùåãî âèäà, ñ åäèíè÷íîé

íîðìèðîâêîé, wijwij = 1, k̂ � åäèíè÷íûé âåêòîð, k̂ = k/k, à c1 � êîíñòàíòà ïîðÿä-

êà åäèíèöû, ÷üå çíà÷åíèå íå ìîæåò áûòü ïðåäñêàçàíî èç-çà êîñìè÷åñêîé íåîïðå-

äåëåííîñòè. Â ïîñëåäíåì ÷ëåíå u � íåêîòîðûé åäèíè÷íûé âåêòîð, íåçàâèñèìûé

îò wij, à ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð c2 ëîãàðèôìè÷åñêè óñèëåí èíôðàêðàñíûìè

ïîïðàâêàìè. Ýòî ïåðâîå ìåñòî, ãäå ïðîÿâëÿþòñÿ ãëóáîêî èíôðàêðàñíûå ìîäû.

Î÷åâèäíî, ýòîò ýôôåêò ìàë ïðè ìàëûõ h.

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ àíèçîòðîïèÿ â ïîñëåäíåì ÷ëåíå â (7) ïîõîæà íà òó, êîòîðàÿ

îáû÷íî îáñóæäàåòñÿ â êîíòåêñòå èíôëÿöèè [41, 42]. Èìåííî îíà ãåíåðèðóåòñÿ â

íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ìîäåëÿõ èíôëÿöèè [43, 44, 45, 46]: ýòà àíèçîòðîïèÿ íåíó-

ëåâàÿ ïðè áîëüøèõ èìïóëüñàõ è èìååò ñïåöèàëüíóþ òåíçîðíóþ ñòðóêòóðó (k̂u)2

ñ ïîñòîÿííûì u. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé ÷ëåí â (7) èìååò

îáùóþ òåíçîðíóþ ñòðóêòóðó è óìåíüøàåòñÿ ñ èìïóëüñîì. Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî

ïîõîæå íà ñèòóàöèþ ñ êîñìîëîãè÷åñêèìè ìîäåëÿìè, âêëþ÷àþùèìè àíèçîòðîï-

íîå ðàñøèðåíèå ïåðåä èíôëÿöèåé [47, 48]. Â öåëîì, ñòàòèñòè÷åñêàÿ àíèçîòðîïèÿ

(7) ìîæåò áûòü âåñüìà ñóùåñòâåííîé, ïîñêîëüêó ñèëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà h ïî-

ñòàâèòü íåëüçÿ, ïî êðàéíåé ìåðå â ðàìêàõ ìåõàíèçìà ìîäóëèðîâàííîãî ðàñïàäà

äëÿ ïåðåðàáîòêè âîçìóùåíèé ôàçû â àäèàáàòè÷åñêèå ìîäû.

Ïîñêîëüêó ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë íåëèíååí, âîçìóùåíèÿ ôàçû δθ, à ñëåäîâà-
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òåëüíî è àäèàáàòè÷åñêèå ìîäû, â ðàññìàòðèâàåìîì ñöåíàðèè ïîëó÷àþò íåãàóñ-

ñîâîñòü ïîìèìî òîé, êîòîðàÿ ìîæåò ãåíåðèðîâàòüñÿ âî âðåìÿ ïåðåðàáîòêè âîç-

ìóùåíèé. Èç ðåçóëüòàòà, ñôîðìóëèðîâàííîãî âûøå, ïîíÿòíî, ÷òî íåãàóññîâîñòü

íå ñâÿçàíà ñ èíôðàêðàñíûìè ýôôåêòàìè â ïåðâîì íåòðèâèàëüíîì ïîðÿäêå ïî

h. Ïîýòîìó åå íåâîçìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíûõ ðàçëîæåíèé ýô-

ôåêòèâíîãî ôîíîâîãî ïîëÿ, à ïðèõîäèòñÿ ïðîâîäèòü ïðÿìîé ðàñ÷åò. Âû÷èñëå-

íèþ íåãàóññîâîñòè è ïîñâÿùåíà ÷àñòü ýòîé äèññåðòàöèè. Áëàãîäàðÿ ñèììåòðèè

θ → −θ òðåõòî÷å÷íûé êîððåëÿòîð ôàçû ðàâåí íóëþ, òàê ÷òî íàøåé çàäà÷åé áó-

äåò ðàñ÷åò ÷åòûðåõòî÷å÷íîãî êîððåëÿòîðà. Äëÿ ýòîãî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

òåõíèêó Êåëäûøà-Øâèíãåðà, ïîçâîëÿþùóþ íàõîäèòü îäíîâðåìåííûå êîððåëÿ-

òîðû îïåðàòîðîâ â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ. Îíà àäåêâàòíà äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ ñðåäíèõ îò ïîëåé ïî íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèÿì. Ðåçóëüòàòû îêàçûâàþòñÿ

ãðîìîçäêèìè, îäíàêî îíè óïðîùàþòñÿ â ïðåäåëå ìàëîãî ïåðåäàííîãî èìïóëüñà.

ßâíûå âûðàæåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå äàþòñÿ ôîðìóëîé (86).

Êðîìå òîãî, ìû ðàññìîòðèì äðóãîé âàæíûé ïðèìåð ìîäåëè ïñåâäîêîíôîðì-

íîãî êëàññà. Ìû èçó÷èì ñëó÷àé, êîãäà íàðóøåííàÿ êîíôîðìíàÿ ñèììåòðèÿ ïðè-

âîäèò ê òàêîé æå êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè, êàê â ìîäåëÿõ ýêïèðîçèñà. Ýêïè-

ðîçèñ � ýòî ýïîõà î÷åíü ìåäëåííîãî ñæàòèÿ, íà êîòîðîé äîìèíèðóåò äàâëåíèå,

òî åñòü ðåàëèçóåòñÿ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ −p � ρ > 0 (êðîìå òîãî, áëàãîäàðÿ

òàêîìó óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ Âñåëåííàÿ ñàìà ïðèõîäèò â èçîòðîïíîå ñîñòîÿ-

íèå). Ìîäåëü, êîòîðóþ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü, îñíîâàíà íà ñêàëÿðíîì ïîëå ñ

îòðèöàòåëüíûì ïîòåíöèàëîì φ4. Ýòîò ïðèìåð ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòå [49], ãäå

àâòîðàìè áûëà ðàññìîòðåíà ýêïèðîòè÷åñêàÿ ñòàäèÿ è ïîëó÷åí ïëîñêèé ñïåêòð

ñêàëÿðíûõ âîçìóùåíèé; êðîìå òîãî, áûë íàïèñàí îòâåò äëÿ òåíçîðíîãî ñïåêòðà,

êîòîðûé ãåíåðèðóåòñÿ íà ýòîé ñòàäèè. Çäåñü ìû íå áóäåì êàñàòüñÿ ñêàëÿðíûõ

âîçìóùåíèé, èìåÿ â âèäó, ÷òî èõ ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû.

Èòàê, ìû ðàññìîòðèì êîìïëåêñíîå ñêàëÿðíîå ïîëå φ ñ äåéñòâèåì:

S =

∫
d4x
√−g

[
1

2
|∂µφ|2 +

λ

4
|φ|4
]
, (8)

ïðè÷åì ñêàòûâàíèå íà÷èíàåòñÿ èç ñèììåòðè÷íîé òî÷êè φ = 0.
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Ñíà÷àëà ìû íàéäåì ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé, òî åñòü îïèøåì ýâî-

ëþöèþ Âñåëåííîé, íî íå òîëüêî íà ðàííèõ âðåìåíàõ (ýêïèðîòè÷åñêàÿ ñòàäèÿ),

íî è íà ïîçäíèõ, ãäå, êàê ìû óâèäèì, Âñåëåííàÿ áûñòðî êîëëàïñèðóåò. Ìû

ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðàçîãðåâ (ìãíîâåííûé îòñêîê) ïðîèñõîäèò ïîñëå âòîðîé ñòà-

äèè. Ïîñëå ýòîãî ìû èçó÷èì òåíçîðíûå âîçìóùåíèÿ, êîòîðûå ãåíåðèðóþòñÿ â

òàêîé ìîäåëè è íà ïåðâîé ñòàäèè, è íà âòîðîé. Èõ ñïåêòð îêàçûâàåòñÿ ñèíèì,

ïðè ãåíåðàöèè íà ïåðâîé ñòàäèè îí èìååò âàêóóìíûé ïðîôèëü (P ∼ 1
k
), à íà

âòîðîé � åùå ñèíåå íà îäíó ñòåïåíü èìïóëüñà (P íå çàâèñèò îò k). Íàêîíåö,

ìû ïîïûòàåìñÿ ïîñòàâèòü îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû ìîäåëè èç ðàññìîòðåíèÿ

ãðàâèòàöèîííûõ âîëí. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ îêàçûâàþòñÿ î÷åíü ñëàáûìè, òî åñòü

ãðàâèòàöèîííûå âîëíû â òàêîé ìîäåëè ïðàêòè÷åñêè íå ãåíåðèðóþòñÿ.

Â ïîñëåäíåé ãëàâå ìû îòîéäåì îò îáñóæäåíèÿ ðàííåé Âñåëåííîé, è èçó÷èì

îáùèå ñâîéñòâà âîçìóùåíèé â ëèíåàðèçîâàííîé ãðàâèòàöèè, â îñîáåííîñòè íàñ

áóäåò èíòåðåñîâàòü èíôðàêðàñíî ìîäèôèöèðîâàííàÿ ãðàâèòàöèÿ.

Òåîðèÿ ìàññèâíîé ãðàâèòàöèè [50, 51, 52, 53] â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðèâëåêàåò

íîâîå âíèìàíèå [54, 55, 56, 57, 58, 59, 60], îò÷àñòè èç-çà òîãî, ÷òî ñîâðåìåííàÿ

Âñåëåííàÿ ðàñøèðÿåòñÿ ñ óñêîðåíèåì.Óñêîðåííîå ðàñøèðåíèå ìîæåò èíòåðïðå-

òèðîâàòüñÿ êàê ïðîÿâëåíèå òåìíîé ýíåðãèè, íî ìîæåò óêàçûâàòü è íà èíôðà-

êðàñíóþ ìîäèôèêàöèþ ãðàâèòàöèè. Íà ñàìîì äåëå, ìîòèâèðîâêà èññëåäîâàíèé

èíôðàêðàñíî ìîäèôèöèðîâàííîé ãðàâèòàöèè íå èñ÷åðïûâàåòñÿ ïðîáëåìîé òåì-

íîé ýíåðãèè, äðóãèå ïðèìåðû ìîæíî íàéòè â [56, 57, 58] è [61, 62, 63].

Îäíàêî, íàðóøåíèå îáùåé êîâàðèàíòíîñòè, êàê èçâåñòíî, äàåò ðÿä íåòðè-

âèàëüíûõ ýôôåêòîâ, òàêèõ êàê ïîÿâëåíèå äóõîâ èëè âûõîä èç ðåæèìà ñëàáîé

ñâÿçè íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ [64]. Áîëåå òîãî, ïðè ïîïûòêå èçáàâèòüñÿ îò äóõîâ,

ïîÿâëÿþòñÿ ñêà÷êè âàí Äàìà-Âåëòìàíà-Çàõàðîâà (DVZ) [65, 66, 67] è íåñòà-

áèëüíîñòè Áóëüâàðà-Äåçåðà [68]. Íà ñàìîì äåëå, îò ýòèõ ïðîáëåì, ïî-âèäèìîìó,

ìîæíî èçáàâèòüñÿ, åñëè ïîæåðòâîâàòü Ëîðåíö-èíâàðèàíòíîñòüþ [69, 70, 71, 72,

73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94,

95, 96, 54, 55, 56, 57, 58], ÷òî ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ ìàñ-

ñîâûõ ÷ëåíîâ è îáîéòè âñå ñèíãóëÿðíîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ. Ñëåäóåò
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îòìåòèòü, ÷òî ýòè ÷ëåíû ìîãóò áûòü î÷åíü ìàëû (íàïðèìåð, ïîðÿäêà êîñìîëî-

ãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé) è íå ïðîÿâëÿòüñÿ â ýêñïåðèìåíòå. Âîçìîæíîñòü èçáåæàòü

ïàòîëîãèé áûëà ïîêàçàíà äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé ãðàâèòàöè, ñ êâàäðàòè÷íûì äåé-

ñòâèåì 2

Kµν,αβh
µνhαβ =

=
{

1
2

(
kµkαηβν + kµkβηαν + kνkαηβµ + kνkβηαµ

)
−

−
(
kµkνηαβ + kαkβηµν

)
− 1

2
k2
(
ηµαηνβ + ηναηµβ

)
+ k2ηµνηαβ

}
hµνhαβ+

+m2
0h

2
00 + 2m2

1h
2
0i −m2

2h
2
ij +m2

3h
2
ii − 2m2

4h00hii, (9)

ãäå ïåðâàÿ è âòîðàÿ ñòðîêè ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûì ïðèáëèæåíèåì äåéñòâèÿ

Ãèëüáåðòà-Ýéíøòåéíà, à òðåòüÿ ñòðîêà ñîäåðæèò ïÿòü ðàçëè÷íûõ ìàññîâûõ

÷ëåíîâ,3 íàðóøàþùèõ è êàëèáðîâî÷íóþ (îáùåêîîðäèíàòíóþ), è ëîðåíöåâó SO(d−
1, 1) èíâàðèàíòíîñòü, íî ñîõðàíÿþùèõ ïðîñòðàíñòâåííûå âðàùåíèÿ SO(d− 1).

Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ h2
ii =

(∑d−1
i=1 hii

)2

, à h2
ij =

∑d−1
i,j=1 h

2
ij. Òåîðèÿ èìååò òàêæå

ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèé P è T , òàê ÷òî âñå ñêàëÿðíûå ôèçè÷åñêèå

âåëè÷èíû çàâèñÿò îò êâàäðàòîâ ω2 è ~k2 ÷àñòîò è ïðîñòðàíñòâåííûõ èìïóëüñîâ.

Ëîðåíö-èíâàðèàíòíîñòü âîññòàíàâëèâàåòñÿ, åñëè ïÿòü ìàññîâûõ ïàðàìåòðîâ âû-

ðàæàþòñÿ ÷åðåç äâå íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû, A è B:

m2
0 = B − A,m2

1 = m2
2 = A,m2

3 = m2
4 = B

è Kµν,αβ â (9) ïðèâîäèòñÿ ê
1

2

(
kµkαηβν + kµkβηαν + kνkαηβµ + kνkβηαµ

)
−
(
kµkνηαβ + kαkβηµν

)
−

−1

2
(k2 + A)

(
ηµαηνβ + ηναηµβ

)
+ (k2 +B)ηµνηαβ (10)

2Çäåñü ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèãíàòóðó ìåòðèêè (−,+, . . . ,+).
3Êîíå÷íî, ìîæíî íàðóøèòü Ëîðåíö-ñèììåòðèþ íå òîëüêî â ìàññîâîì ñåêòîðå, íî è â êèíå-

òè÷åñêîì ÷ëåíå è äîáàâèòü âûñøèå ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå, íå ïîëó÷àÿ íîâûõ äóõîâ.

Ïîäîáíîå äåëàåòñÿ, ê ïðèìåðó, â [97, 98]. Ìåòîäû, êîòîðûå ìû áóäåì îáñóæäàòü, íàïðÿìóþ

ïðèìåíèìû ê íåìèíèìàëüíûì äåôîðìàöèÿì, îäíàêî èõ ðàññìîòðåíèå ïðèâîäèò ê ðàñøèðå-

íèþ ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâM è óñëîæíåíèþ ñòðóêòóðû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
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Ëîðåíö-èíâàðèàíòíàÿ ìàññèâíàÿ ãðàâèòàöèÿ áåç äóõîâ îòâå÷àåò ñëó÷àþ A =

B (ìàññèâíàÿ ãðàâèòàöèÿ Ïàóëè-Ôèðöà [50, 51]). Ýòîò ñëó÷àé, îäíàêî, òîæå

èìååò âûøåïåðå÷èñëåííûå ïðîáëåìû, è ïîòîìó íå âûãëÿäèò æèçíåñïîñîáíûì

[54]. Ëîðåíö-íàðóøàþùèå òåîðèè (9) ìîãóò íå èìåòü äóõîâ ïðè m0 = 0 èëè

m1 = 0, è âòîðîé âûáîð ñåé÷àñ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì ñ òî÷êè

çðåíèÿ ôåíîìåíîëîãèè [56, 57, 58].

Ëîðåíö-íàðóøåíèå ëîìàåò ìíîãèå ïðèâû÷íûå ñâîéñòâà ìîäåëåé êâàíòîâîé

òåîðèè ïîëÿ è âûãëÿäèò íåîáû÷íûì âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ. Îíî ïîðîæäàåò

ìíîãîîáðàçèå íåòðèâèàëüíûõ êâàçè÷àñòèö, êîòîðûå ìîãóò áûòü äóõàìè èëè

ñâåðõñâåòîâûìè ÷àñòèöàìè, èëè ìîãóò äàæå ñîâñåì íå áûòü ïîõîæèìè íà ÷à-

ñòèöû. Ìû ïðîâåäåì ïîäðîáíûé àíàëèç òåîðèè (9), èñïîëüçóÿ íîâûé ìåòîä,

ðàçðàáîòàííûé äëÿ èçó÷åíèÿ êâàäðàòè÷íûõ òåîðèé. Ýòîò ìåòîä, îñíîâàííûé

íà èññëåäîâàíèè ñòðóêòóðû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî âû-

ÿâëÿòü ïàòîëîãèè ðàçëè÷íûõ òèïîâ; êðîìå òîãî, îí ëåãêî ïðîãðàììèðóåòñÿ íà

êîìïüþòåðå.

Äèññåðòàöèÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïåðâîé ãëàâå ìû ðàññìàò-

ðèâàåì ìîäåëü ñ êîíôîðìíûì ñêàòûâàíèåì. Ñíà÷àëà ìû ïîâòîðÿåì èçâåñòíûå

ðåçóëüòàòû: íàõîäèì ñïåêòðû ëèíåéíûõ âîçìóùåíèé è ñòàòèñòè÷åñêóþ àíèçî-

òðîïèþ. Çàèåì, â äâóõ ïîñëåäíèõ ïàðàãðàôàõ, ñðàâíèâàåì ýòó ìîäåëü ñ ìîäå-

ëüþ ãåíåçèñà, è íàõîäèì íåãàóññîâîñòü â ìîäåëè ñ êîíôîðìíûì ñêàòûâàíèåì.

Âî âòîðîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì ïñåâäîêîíôîðìíóþ ìîäåëü: â ïåðâîì ïàðà-

ãðàôå ìû èçó÷àåì êëàññè÷åñêóþ ýâîëþöèþ Âñåëåííîé, à âî âòîðîì � íàõîäèì

ñïåêòðû òåíçîðíûõ ìîä, â òîì æå ïàðàãðàôå ìû ñòàâèì îãðàíè÷åíèÿ. Â òðå-

òüåé ãëàâå ìû êðàòêî îáñóæäàåì ìàññèâíóþ ãðàâèòàöèþ. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå

îïèñûâàåì îáùèé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ êâàäðàòè÷íûõ òåîðèé, âî âòîðîì � ïðè-

ìåíÿåì åãî ê ñëó÷àþ Ëîðåíö-íàðóøàþùåé ìàññèâíîé ãðàâèòàöèè, â òðåòüåì �

êðàòêî îáñóæäàåì òåîðèþ Êàëóöû-Êëåéíà. Â ïðèëîæåíèå âûíåñåíî îáñóæäå-

íèå ñòðóêòóðû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íà ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ è ïðèâåäåíû

ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [99, 100, 101, 102,
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103] è äîëîæåíû íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ â ÈßÈ ÐÀÍ è ÈÒÝÔ, ìåæäóíàðîäíîé

êîíôåðåíöèè "2th Workshop on Geometric Methods in Theoretical Physics"(SISSA

Òðèåñò, 2009), ìåæäóíàðîäíîé øêîëå "International School for Subnuclear Physics"(Erice,

2011), ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "4th Workshop on Geometric Methods in

Theoretical Physics"(SISSA Òðèåñò, 2011), êîíêóðñå Õîõëîâà (ÌÃÓ, 2012), íà

ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ "5thWorkshop on Geometric Methods in Theoretical

Physics"(SISSA Òðèåñò, 2012) è "2nd Workshop on Aspects of Non-Associative and

Non-Commutative Geometries in String Theory"(Ñòàìáóë, 2013).

2 Ìîäåëü ñ êîíôîðìíûì ñêàòûâàíèåì

2.1 Ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå

Â ýïîõó êîíôîðìíîãî ñêàòûâàíèÿ äèíàìèêà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ äåé-

ñòâèåì

S[φ] =

∫
d4x
√−g

[
gµν∂µφ

∗∂νφ+
R

6
φ∗φ− V (φ)

]
,

ãäå ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë V (φ) îòðèöàòåëåí è èìååò êîíôîðìíî èíâàðèàíòíûé

âèä (3). Â òåðìèíàõ ïîëÿ χ = aφ óðàâíåíèå ïîëÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ηµν∂µ∂νχ− 2h2|χ|2χ = 0 . (11)

Ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå íà áîëüøèõ âðåìåíàõ äî-

ñòèãàåò àòòðàêòîðà (4).

2.1.1 Âîçìóùåíèÿ ôàçû

Íà ëèíåéíîì óðîâíå âîçìóùåíèÿ ôàçû è ìîäóëÿ φ îòùåïëÿþòñÿ äðóã îò äðó-

ãà. Íà÷íåì ñ âîçìóùåíèé ôàçû, èëè, òàê êàê ôîíîâîå ðåøåíèå ìû âûáðàëè

äåéñòâèòåëüíûì (4), ñ âîçìóùåíèé ìíèìîé ÷àñòè χ2 ≡ Im χ/
√

2. Îíè óäîâëå-

òâîðÿþò ëèíåàðèçîâàííîìó óðàâíåíèþ,

(δχ2)′′ − ∂i∂i δχ2 − 2h2χ2
c δχ2 = 0 , (12)
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ãäå øòðèõ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî êîíôîðìíîìó âðåìåíè η. Îáîçíà÷èì çà

k êîíôîðìíûé èìïóëüñ âîçìóùåíèÿ. Âàæíûì ïðåäïîëîæåíèåì â íàøåì ñöåíà-

ðèè áóäåò òî, ÷òî êîíôîðìíîå ñêàòûâàíèå íà÷èíàåòñÿ äîñòàòî÷íî ðàíî, ÷òîáû

ñóùåñòâîâàëè âðåìåíà, íà êîòîðûõ

k(η∗ − η)� 1 . (13)

Ïîñêîëüêó ñóùåñòâåííûå èìïóëüñû k ìàëû ( èìåþò ïîðÿäîê ñîâðåìåííîãî ïà-

ðàìåòðà Õàááëà), ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî äëèòåëüíîñòü ñêàòûâàíèÿ ñ òî÷-

êè çðåíèÿ êîíôîðìíîãî âðåìåíè áîëüøå ÷åì äëèòåëüíîñòü, ñêàæåì, ðàñøèðå-

íèÿ ïîñëå Áîëüøîãî Âçðûâà äî ñåãîäíÿøíåãî äíÿ. Åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü

äëÿ ýòîãî � íàëè÷èå êàêîé-íèáóäü äðóãîé ýïîõè, ïðåäøåñòâóþùåé ýïîõå ãî-

ðÿ÷åãî Áîëüøîãî Âçðûâà, íà êîòîðîé áû áûëà ðåøåíà ñòàíäàðòíàÿ ïðîáëåìà

ãîðèçîíòà; ìåõàíèçì, êîòîðûé ìû îáñóæäàåì, ðàáîòàåò èìåííî â ýòó ýïîõó. Îò-

ìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ïðèñóùå ïî÷òè âñåì, åñëè íå âñåì, ìåõàíèçìàì

ãåíåðàöèè êîñìîëîãè÷åñêèõ âîçìóùåíèé

Óðàâíåíèå (12) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì äëÿ ìèíèìàëüíî ñâÿçàííîãî áåçìàñ-

ñîâîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà. Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäî-

áèòñÿ åãî ðåøåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

δχ2(x, η) =

∫
d3k

(2π)3/2
√

2k

(
δχ

(−)
2 (k,x, η)Âk + h.c.

)
.

Çäåñü

δχ
(−)
2 (k,x, η) = eikx−ikη∗ · F (k, η∗ − η) , (14)

ãäå

F (k, ξ) = −
√
π

2
kξ H

(1)
3/2(kξ) , (15)

à H
(1)
3/2 � ôóíêöèÿ Õàíêåëÿ. Íà ðàííèõ âðåìåíàõ ìîäà îñöèëëèðóåò,

δχ
(−)
2 (k,x, η) = eikx−ikη . (16)

Ïðè ýòîì Âk è Â†k � îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå

ñòàíäàðòíûì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì, [Âk, Â
†
k′ ] = δ(k−k′). Êàê îáû÷íî,

ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîëå δχ2 èçíà÷àëüíî íàõîäèòñÿ â âàêóóìíîì ñîñòîÿíèè.
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Íà ïîçäíèõ âðåìåíàõ, êîãäà k(η∗ − η) � 1, âîçìóùåíèÿ ôàçû çàâèñÿò îò

âðåìåíè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δθ(x) =
δχ2(x, η)

χc(η)
= ih

∫
d3k

4π3/2k3/2
eikx−ikη∗Âk + h.c. (17)

Ýòî âûðàæåíèå îïèñûâàåò ãàóññîâî ñëó÷àéíîå ïîëå, ÷åé ñïåêòð ìîùíîñòè äà-

åòñÿ âûðàæåíèåì (5).

Âîçìóùåíèÿ ôàçû ìîãóò áûòü ïðåâðàùåíû â àäèàáàòè÷åñêèå ìîäû ïî êðàé-

íåé ìåðå äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïåðâûé ðàáîòàåò, åñëè θ íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ

ïñåâäî íàìáó-ãîëäñòîóíîâñêèì ïîëåì, êîòîðîå âûñàæèâàåòñÿ íà ñêëîí ïîòåí-

öèàëà. Ýòîò ìåõàíèçì ãåíåðèðóåò íåãàóññîâîñòü ëîêàëüíîãî âèäà â àäèàáàòè÷å-

ñêèõ âîçìóùåíèÿõ. Äëÿ îáùèõ çíà÷åíèé ôàçû, íà êîòîðóþ âûñàæèâàåòñÿ ïî-

ëå, θc ∼ π/2, ýêñïåðèìåíòàëüíîå îòñóòñòâèå íåãàóññîâîñòè [1, 3] ïðåäïîëàãàåò

Pδθ . 10−4 ( [36]), à ïðàâèëüíàÿ ñêàëÿðíàÿ àìïëèòóäà ïîëó÷àåòñÿ äëÿ

h . 10−2 . (18)

Âîîáùå ãîâîðÿ, òàêîå îãðàíè÷åíèå íå âîçíèêàåò ïðè àëüòåðíàòèâíîì ìåõàíèç-

ìå ìîäóëèðîâàííîãî ðàñïàäà [37, 38, 39]. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé

ïàðàìåòð ìàññû èëè øèðèíû çàâèñèò ëèíåéíî îò θ, ïîëó÷àþùèéñÿ ïàðàìåòð

íåãàóññîâîñòè âåñüìà ìàë (ïîäðîáíîñòè ñì. â [39, 104]), fNL ∼ 1, â ïîëíîì ñî-

ãëàñèè ñ ñóùåñòâóþùèì ïðåäåëîì [1, 3].

2.1.2 Âîçìóùåíèÿ ìîäóëÿ

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàäèàëüíûå âîçìóùåíèÿ, èëè, ñ ó÷åòîì íàøåãî ñîãëàøåíèÿ,

÷òî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå χc äåéñòâèòåëüíî, âîçìóùåíèÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè

χ1 ≡ Re χ/
√

2. Â ëèíåéíîì ïîðÿäêå îíè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

íà ñòàäèè êîíôîðìíîãî ñêàòûâàíèÿ:

(δχ1)′′ − ∂i∂i δχ1 − 6h2χ2
cδχ1 ≡ (δχ1)′′ − ∂i∂i δχ1 −

6

(η∗ − η)2
δχ1 = 0 .
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Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, ñòðåìÿùååñÿ ê êàíîíè÷åñêè íîðìèðîâàííîé ìîäå ïðè

k(η∗ − η)→∞, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δχ1 = −eikx−ikη∗ · i
4π

√
η∗ − η

2
H

(1)
5/2 [k(η∗ − η)] · B̂k + h.c. ,

ãäå B̂k, B̂
†
k � äðóãîé íàáîð îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ. Íà ïîçäíèõ

âðåìåíàõ, êîãäà k(η∗ − η)� 1, ìû ïîëó÷àåì

δχ1 = −eikx−ikη∗ · 3

4π3/2

1

k5/2(η∗ − η)2
· B̂k + h.c. .

Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìóùåíèÿ ìîäóëÿ ïîëó÷àþò êðàñíûé ñïåêòð ìîùíîñòè (6).

Çàâèñèìîñòü δχ1 ∝ (η∗ − η)−2 åñòåñòâåííî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê ëîêàëüíûé

ñäâèã ïàðàìåòðà îêîí÷àíèÿ ñêàòûâàíèÿ η∗. Äåéñòâèòåëüíî, ñ ó÷åòîì ôîíîâîãî

ðåøåíèÿ (4), ñóììà χc+δχ1/
√

2, òî åñòü ðàäèàëüíîå ïîëå ñ ó÷åòîì âîçìóùåíèé,

ÿâëÿåòñÿ ëèíåàðèçàöèåé âûðàæåíèÿ

χc[η∗(x)− η] =
1

h[η∗(x)− η]
, (19)

ãäå

η∗(x) = η∗ + δη∗(x) (20)

è

δη∗(x) =
3h

4
√

2π3/2

∫
d3k

k5/2

(
eikx−ikη∗ · B̂k + h.c.

)
. (21)

Òàêèì îáðàçîì, èíôðàêðàñíûå ðàäèàëüíûå ìîäû ìîäèôèöèðóþò ôîíîâîå ðå-

øåíèå, ïðåâðàùàÿ ïàðàìåòð îêîí÷àíèÿ ñêàòûâàíèÿ η∗ â ñëó÷àéíîå ïîëå, ìåä-

ëåííî ìåíÿþùååñÿ â ïðîñòðàíñòâå, êàê ïîêàçûâàþò ôîðìóëû (19), (20).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èíôðàêðàñíûå ìîäû âêëàäûâàþò íå òîëüêî â ïîëå

δη∗(x), íî è â åãî ïðîñòðàíñòâåííóþ ïðîèçâîäíóþ. Âêëàä ìîä, íàõîäÿùèõñÿ

çà ãîðèçîíòîì ñåãîäíÿ, òî åñòü èìåþùèõ èìïóëüñû k . H0, â ôëóêëóàöèþ

ïîñëåäíèõ äàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì

〈∂iη∗(x)∂jη∗(x)〉k.H0 = δij ·
3h2

8π

∫

k.H0

dk

k
= δij ·

3h2

8π
log

H0

Λ
, (22)

ãäå Λ � èíôðàêðàñíîå îáðåçàíèå, ïàðàìåòðèçóþùåå íàøå íåçíàíèå äèíàìèêè â

íà÷àëå ñòàäèè êîíôîðìíîãî ñêàòûâàíèÿ.
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2.2 Âëèÿíèå èíôðàêðàñíûõ ðàäèàëüíûõ ìîä íà âîçìóùå-

íèÿ ôàçû: ïåðâûé ïîðÿäîê ïî h

Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàê âçàèìîäåéñòâèå ñ ðàäèàëüíûìè ìîäàìè âëèÿåò íà ñâîé-

ñòâà âîçìóùåíèé ôàçû δθ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âîçìóùåíèÿ ìíèìîé ÷àñòè

δχ2, ÷üè äëèíû âîëí ãîðàçäî ìåíüøå õàðàêòåðíîãî ìàñøòàáà èçìåíåíèÿ ìîäó-

ëÿ (ïîäðîáíåå ñì. [28]). Äëÿ íèõ ìàñøòàáû ðàçäåëÿþòñÿ, è âîçìóùåíèÿ δχ2

ìîãóò âñå åùå ðàññìàòðèâàòüñÿ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, íî â ïîëå (19).

Ïîñêîëüêó íàñ çàáîòèò èíôðàêðàñíàÿ ÷àñòü η∗(x), ìû èñïîëüçóåì ãðàäèåíò-

íîå ðàçëîæåíèå, ðàññìàòðèâàÿ ïîêà îáëàñòü âáëèçè íóëÿ, è çàïèøåì

η∗(x) = η∗(0)− vixi + . . . , (23)

ãäå

vi = −∂iη∗(x)|x=0 ,

à òî÷êè îáîçíà÷àþò ÷ëåíû âûñøèõ ïîðÿäêîâ ïî x. Âàæíî, ÷òî ïîëå ∂i∂jη∗(x)

èìååò ñèíèé ñïåêòð ìîùíîñòè, òàê ÷òî ãëàâíûé ýôôåêò èíôðàêðàñíûõ ìîä

ïðèõîäèòñÿ íà äâà ÷ëåíà, êîòîðûå ìû âûïèñàëè ÿâíî â (23). Êðîìå òîãî, ìû

ïðåäïîëàãàåì â äàëüíåéøåì, ÷òî

|v| � 1 , (24)

è îïóñêàåì ïîêà ïîïðàâêè ïîðÿäêà v2. Ðàçëîæåíèå ïî |v| äîïóñòèìî, ïîñêîëüêó
ïîëå v(x) èìååò ïëîñêèé ñïåêòð ìîùíîñòè, òàê ÷òî ðàçëîæåíèå ïî |v| ÿâëÿåòñÿ,
íà ñàìîì äåëå, ðàçëîæåíèåì ïî h, ñ òî÷íîñòüþ äî èíôðàêðàñíûõ ëîãàðèôìîâ.

Äàëåå ìû òàêæå ïðîâåäåì àíàëèç ëèäèðóþùèõ ýôôåêòîâ â ïîðÿäêå v2.

Îñòàâëÿÿ â (23) òîëüêî äâà ÷ëåíà, ìû èìååì, âìåñòî ôîðìóëû (4),

χc =
1

h[η∗(0)− η − vx]
. (25)

Ýòî âûðàæåíèå âêëþ÷àåò êîìáèíàöèþ η∗(0)− (η + vx). Ìû èíòåðïðåòèðóåì åå

êàê ëîêàëüíûé ñäâèã âðåìåíè è ëîðåíöåâ áóñò èçíà÷àëüíîãî ôîíîâîãî ðåøå-

íèÿ (4). Çàìåòèì, ÷òî ïîëå (25) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïîëåâûõ óðàâíåíèé (11) â
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íàøåì ïðèáëèæåíèè. Òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîçâîëÿåò íàì íàéòè ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ (12) ñ âíåøíèì ïîëåì (25) è íà÷àëüíûì óñëîâèåì (16): îíè ïîëó÷àþòñÿ

âðåìåííûì ñäâèãîì è ëîðåíöåâûì ïîâîðîòîì èñõîäíîãî ðåøåíèÿ (14), (15):

δχ
(−)
2 (k,x, η) = eiq(x+vη)−iqη∗(0) · F (q, η∗(0)− η − vx) , (26)

ãäå ôóíêöèÿ F òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (15), ñ Ëîðåíö-ïðåîáðàçîâàííûì

èìïóëüñîì

q = k + kv , q = |q| = k + kv , (27)

ãäå èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ÷ëåíàìè ïîðÿäêà v2 íàäî ïðåíåáðå÷ü. Ìû ðàññìàòðèâà-

åì ïîïðàâêè ê ýòîìó ðåøåíèþ ïîðÿäêà ∂i∂jη∗(x) è v2 äàëåå â ïàðàãðàôàõ 2.3.1

è 2.3.2, ñîîòâåòñòâåííî.

Èç óðàâíåíèé (25) è (26) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âîçìóùåíèÿ ôàçû ñíîâà ïåðå-

ñòàþò îñöèëëèðîâàòü, êîãäà k[η∗(x)− η]→ 0:

δθ(x) =
δχ2(x)

χc(x)
= i

∫
d3k√
k

h

4π3/2q
eikx−ikη∗(x)Âk + h.c. , (28)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïåðâîì ïîðÿäêå ãðàäèåíòíîãî ðàçëîæåíèÿ, êîòîðûì ìû ïîêà

îãðàíè÷èëèñü, ñâîéñòâà ñëó÷àéíîãî ïîëÿ δθ òàêèå æå, êàê è ñâîéñòâà ïîëÿ (17).

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó η∗(x) = η∗(0) − vx â (28), èíôðàêðàñíûå ýôôåêòû

èñ÷åçàþò ïðè ïåðåîïðåäåëåíèè ïîëÿ,

Âq = e−ikη∗(0)

√
k

q
Âk , (29)

ãäå k è q òàê æå ñâÿçàíû óðàâíåíèåì (27). Ïîñêîëüêó ìåðà d3k/k Ëîðåíö-

èíâàðèàíòíà, îïåðàòîðû Âq, Â†q ïîä÷èíÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì êîììóòàöèîííûì

ñîîòíîøåíèÿì, â òî âðåìÿ êàê â íàøåì ïðèáëèæåíèè ïîëå (28), çàïèñàííîå ÷å-

ðåç ýòè îïåðàòîðû, ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíûì ïîëåì (17). Èòàê, èíôðàêðàñíûå ðà-

äèàëüíûå ìîäû, íà ñàìîì äåëå, íå îñîáåííî îïàñíû, òàê êàê îíè êà÷åñòâåííûì

îáðàçîì íå ìåíÿþò ñâîéñòâ ïîëÿ δθ.
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2.3 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ àíèçîòðîïèÿ

2.3.1 Ïåðâûé ïîðÿäîê ïî h

Â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî h íåòðèâèàëüíîå âîçäåéñòâèå äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùå-

íèé δη∗(x) íà âîçìóùåíèÿ ôàçû ïîÿâëÿåòñÿ âïåðâûå âî âòîðîì ïîðÿäêå ãðàäè-

åíòíîãî ðàçëîæåíèÿ, òî åñòü â ïîðÿäêå ∂i∂jη∗. Çäåñü ìû îáðàòèì âíèìàíèå íà

ýôôåêò îò ìîä δη∗, ÷üè ñîâðåìåííûå äëèíû âîëí ïðåâîñõîäÿò õàááëîâñêèé ðàç-

ìåð. Ìû èìååì äåëî ñ åäèíñòâåííîé ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ δη∗, òàê ÷òî

âî âòîðîì ïîðÿäêå ãðàäèåíòíîãî ðàçëîæåíèÿ ∂i∂jη∗ � ýòî ïðîñòî òåíçîð, ïîñòî-

ÿííûé âî âñåé âèäèìîé Âñåëåííîé. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâåäåì âû÷èñëåíèå

ñòàòèñòè÷åñêîé àíèçîòðîïèè, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ýòèì òåíçîðîì.

Äî ñèõ ïîð ìû èñïîëüçîâàëè òåîðèþ âîçìóùåíèé ïî ∂i∂jη∗. Ôîí (19) áîëüøå

íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïîëåâûõ óðàâíåíèé (11) âî âòîðîì ïîðÿäêå ãðàäèåíòíîãî

ðàçëîæåíèÿ. Êîìáèíàöèÿ, âõîäÿùàÿ â óðàâíåíèå (12) äëÿ âîçìóùåíèé ìíèìîé

÷àñòè, äàåòñÿ òåïåðü âûðàæåíèåì [28]

2h2χ2
c =

2

(η∗(x)− η)2
+

2

3

∂i∂iη∗
η∗ − η

. (30)

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (12) íà ôîíå (30) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (16) íà áîëü-

øèõ âðåìåíàõ ÿâëÿåòñÿ

δχ
(−)
2 (k,x, η) =

ieikx−ikη∗(x)

q(η∗ − η)

(
1− π

2k
· kikj
k2

∂i∂jη∗ +
π

6k
∂i∂iη∗

)
.

Äâà íåòðèâèàëüíûõ ÷ëåíà â ñêîáêàõ îïðåäåëÿþò ïîïðàâêó ê ñïåêòðó ìîùíîñòè

âîçìóùåíèé ôàçû, âûçâàííóþ ðàäèàëüíûìè ìîäàìè ñ äëèíàìè âîëí áîëüøå

ñîâðåìåííîãî õàááëîâñêîãî ðàçìåðà. Òàêóþ æå ïîïðàâêó ïîëó÷àþò è àäèàáàòè-

÷åñêèå âîçìóùåíèÿ, òàê ÷òî â èòîãå ìû èìååì:

Pζ = Aζ

[
1− π

k
· kikj
k2

(
∂i∂jη∗ −

1

3
δij∂k∂kη∗

)]
. (31)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñðåäíåå ïî óãëàì îò ýòîé ïîïðàâêè çàíóëÿåòñÿ, êàê è

äîëæíî áûòü ñî ñòàòèñòè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé.
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Íè âåëè÷èíà, íè òî÷íàÿ ôîðìà òåíçîðà ∂i∂jη∗−(1/3)δij∂k∂kη∗ íå ìîæåò áûòü

îäíîçíà÷íî ïðåäñêàçàíà èç-çà êîñìè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè. ×òîáû îöåíèòü

ñòàòèñòè÷åñêóþ àíèçîòðîïèþ, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó
〈(

∂i∂jη∗ −
1

3
δij∂k∂kη∗

)
·
(
∂i∂jη∗ −

1

3
δij∂k∂kη∗

)〉

k.H0

' 3h2

8π2
H2

0 ,

ãäå îáîçíà÷åíèÿ îòðàæàþò òîò ôàêò, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî òå ìîäû,

÷üè ñåãîäíÿøíèå äëèíû âîëí ïðåâûøàþò õàááëîâñêèé ðàçìåð. Òàêèì îáðàçîì,

ìû ïðèõîäèì ê ïåðâîìó íåòðèâèàëüíîìó ÷ëåíó â (7). Ñòàðøèå ïîðÿäêè ãðàäè-

åíòíîãî ðàçëîæåíèÿ äàþò âêëàäû â ñòàòèñòè÷åñêóþ àíèçîòðîïèþ, ïîäàâëåííûå

äîïîëíèòåëüíûìè ôàêòîðàìè H0/k.

2.3.2 Ïîðÿäîê h2: âêëàä ãëóáîêî èíôðàêðàñíûõ ìîä

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñòàòèñòè÷åñêîé àíèçîòðîïèè âî âòîðîì ïîðÿä-

êå ïî h. Ïîñêîëüêó îáùèé ñäâèã âðåìåíè η∗(0) íå âàæåí, ãëàâíûé âêëàä â ýòîì

ïîðÿäêå ïðîïîðöèîíàëåí ëîãàðèôìè÷åñêè óñèëåííîé êîìáèíàöèè ∂iη∗∂jη∗ ≡
vivj. Ïîýòîìó, ìû èïîëüçóåì äâà ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ïî ïðîèçâîäíûì, ÿâíî âû-

ïèñàííûå â ôîðìóëå (23).

Â ïîðÿäêå v2 ôóíêöèÿ (25) óæå íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïîëåâîãî óðàâíåíèÿ

(11). Âìåñòî ýòîãî ðåøåíèåì áóäåò

χc =
1

hγ [η∗(0)− η − vx]
, (32)

ãäå γ = (1− v2)−1/2. Ìû áóäåì èçó÷àòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (12) ñ ýòèì ôîíîì.

Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (16),

èìååò âèä

δχ
(−)
2 (k,x, η) = eiq||γ(x||+vη)+iqTxT−iqγη∗(0) · F [q, γ(η∗(0)− η − vx)] , (33)

ãäå Ëîðåíö-ïîâåðíóòûé èìïóëüñ, êàê îáû÷íî, ðàâåí q|| = γ(k|| + kv), qT = kT ,

q = γ(k + k||v), à îáîçíà÷åíèÿ || è T îòíîñÿòñÿ ê êîìïîíåíòàì, ïàðàëëåëüíûì è

ïåðïåíäèêóëÿðíûì ê v, ñîîòâåòñòâåííî.
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Ñîãëàñíî ñöåíàðèþ, êîòîðîìó ìû ñëåäóåì, âîçìóùåíèÿ ôàçû δθ âûìîðàæè-

âàþòñÿ íà ãèïåðïîâåðõíîñòè η = η∗(0) − vx ≡ η∗(0) − vx||, à ïîòîì îñòàþòñÿ

ïîñòîÿííûìè âî âðåìåíè. Èç (32) è (33) ñëåäóåò, ÷òî íà ïîçäíèõ âðåìåíàõ âîç-

ìóùåíèÿ ôàçû âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δθ(x) =

∫
d3q√
q

h

4π3/2q
eiγ
−1q||x||+iq

TxT Âq + h.c. , (34)

ãäå îïåðàòîðû Âq îïðåäåëåíû (29) è óäîâëåòâîðÿþò ñòàíäàðòíûì êîììóòàöè-

îííûì ñîîòíîøåíèÿì; çäåñü ìû îòáðîñèëè ïîñòîÿííûé ôàçîâûé ìíîæèòåëü,

îò êîòîðîãî íè÷òî íå çàâèñèò. Âèäíî, ÷òî â ïîðÿäêå v2 âëèÿíèå ãëóáîêî èí-

ôðàêðàñíûõ ìîä ïðåäñòàâëåíî ìíîæèòåëåì γ−1 â ïåðâîì ÷ëåíå â ýêñïîíåíòå:

èìïóëüñ âîçìóùåíèÿ, ñîîòâåòñâóþùåãî q, íà ñàìîì äåëå ðàâåí p = (γ−1q||,qT ) .

Ñîîòâåòñòâåííî, ñïåêòð ìîùíîñòè (ïîìèìî ïîïðàâêè, îáñóæäàåìîé ðàíåå â ïà-

ðàãðàôå 2.3.1) äàåòñÿ âûðàæåíèåì

Pζ(k) = Aζ
k3

[(γk||)2 + (kT )2]3/2
= Aζ

(
1− 3

2

(kv)2

k2

)
.

Èòàê, ìû ïðèøëè ê ïîñëåäíåìó ÷ëåíó â (7). Îïÿòü æå, íè íàïðàâëåíèå, íè

âåëè÷èíà v íå ìîãóò áûòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû èç-çà êîñìè÷åñêîé íåîïðåäå-

ëåííîñòè; âñïîìíèì, îäíàêî, ÷òî çíà÷åíèå |v|, à, ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàìåòðà c2 â

(7), ëîãàðèôìè÷åñêè óñèëåíî èíôðàêðàñíûìè ïîïðàâêàìè, ñì. (22).

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âîçìóùåíèÿ ôàçû ïåðåâîäÿòñÿ â àäèàáàòè÷åñêèå

âîçìóùåíèÿ êóðâàòîííûì ìåõàíèçìîì, îáà ÷ëåíà ñòàòèñòè÷åñêîé àíèçîòðîïèè

(7) ìàëû èç-çà óñëîâèÿ (18). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýôôåêò ìîæåò áûòü ñèëüíåå â

ñëó÷àå ìåõàíèçìà ìîäóëèðîâàííîãî ðàñïàäà.

2.4 Ãåíåçèñ ñ ãàëèëåîíîì è êîíôîðìíîå ñêàòûâàíèå

2.4.1 ßâíàÿ ïðîâåðêà

Ìîäåëü ñ ãàëèëåîíîì áûëà ââåäåíà â [105]. Ñêàòûâàþùèéñÿ ãàëèëåîí â íåé

ñëóæèò ïîëåì ρ, âõîäÿùèì â (1) è (2). Â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ëàãðàí-

æèàí ïðîñòåéøåé êîíôîðìíî èíâàðèàíòíîé âåðñèè [27] ýòîé ìîäåëè âûãëÿäèò
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ñëåäóþùèì îáðàçîì

Lπ = −f 2e2π∂µπ∂
µπ +

f 3

Λ3
∂µπ∂

µπ�π +
f 3

2Λ3
(∂µπ∂

µπ)2 , (35)

ãäå � = ∂µ∂
µ. Óðàâíåíèå ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî äîïóñêàåò îäíîðîä-

íîå ðåøåíèå πc ñëåäóþùåãî âèäà

eπc = − 1

H∗x0

, (36)

ãäå x0 = t < 0 è

H2
∗ =

2Λ3

3f
.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëÿåì

ρ = H∗e
π (37)

òàê, ÷òîáû ôîíîâîå ðåøåíèå äàâàëîñü (2).

Çàïèøåì êâàäðàòè÷íîå äåéñòâèå äëÿ âîçìóùåíèé íàä ýòèì ðåøåíèåì:

Sδπ =
f 2

H2
∗

∫
d4x

{
1

x2
0

[(∂0 δπ)2 − (∂i δπ)2] +
4

x4
0

δπ2

}
.

Óäîáíî ââåñòè ïåðåìåííóþ δρ = −x−1
0 δπ. Èç (37) ñëåäóåò, ÷òî δρ � âîçìóùåíèå

ïîëÿ ρ íàä ôîíîì ρc = −x−1
0 . Åãî äåéñòâèå:

Sδρ =
2f 2

H2
∗

∫
d4x

1

2

[
(∂0 δρ)2 − (∂i δρ)2 +

6

x2
0

(δρ)2

]
.

Óðàâíåíèå ïîëÿ èìååò ïðîñòóþ ôîðìó:

∂2
0δρ−∆δρ− 6

x2
0

δρ = 0 . (38)

Êàíîíè÷åñêè íîðìèðîâàííîå ðåøåíèå ñ èìïóëüñîì k äàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðà-

æåíèåì

δρ = h · eikx · i
4π

√
−t
2
H

(1)
5/2 (−kx0) · B̂k + h.c. , (39)

22



ãäå B̂†k è B̂k � îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ñòàíäàðò-

íûì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì [B̂k, B̂
†
q] = δ(k− q), à

h =
H∗√
2f

. (40)

Ýòà òåîðèÿ íàõîäèòñÿ âðåæèìå ñëàáîé ñâÿçè â èíòåðåñíîì äèàïàçîíå èìïóëüñîâ,

åñëè h� 1.

Ìîäà (39) îñöèëëèðóåò íà ðàííèõ âðåìåíàõ, êîãäà k|x0| � 1, à íà ïîçäíèõ

âðåìåíàõ âåäåò ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

δρ = h · eikx · 3

4π3/2

1

k5/2x2
0

· B̂k + h.c. .

Ýòî ïîâåäåíèå òàêæå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ëîêàëüíûé ñäâèã âðåìå-

íè [26, 27]. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ñäâèíóòîãî ðåøåíèÿ äëÿ ãàëèëåîíà (36) ìû

èìååì

eπc+δπ = eπc(1 + δπ) = − 1

H∗(x0 + δx0)
= − 1

H∗x0

+
δx0

H∗x2
0

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

δx0 = −x0δπ = x2
0δρ .

òàêèì îáðàçîì, δx0(x) íå çàâèñèò îò âðåìåíè íà ïîçäíèõ âðåìåíàõ è èìååò

êðàñíûé ñïåêòð ìîùíîñòè:

Pδx0 =
9h2

4π2

1

k2
. (41)

Â ñöåíàðèè ñ ãàëèëåîíîì ïîëå Θ ââîäèòñÿ êàê äîïîëíèòåëüíîå ïîëå, èìåííî

ñ öåëüþ ãåíåðàöèè êîñìîëîãè÷åñêèõ âîçìóùåíèé. Áëàãîäàðÿ êîíôîðìíîé èí-

âàðèàíòíîñòè êâàäðàòè÷íûé ëàãðàíæèàí äëÿ ýòèõ âîçìóùåíèé èìååò ôîðìó

âòîðîãî ÷ëåíà â (1). Â ïîëå ρc = −x−1
0 îíè ñåáÿ âåäóò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Θ = eikx · 1

4
√

2π
(−x0)3/2H

(1)
3/2(−kx0) · Âk + h.c. , (42)

ãäå Â†k è Âk � äðóãîé íàáîð îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ. Íà ðàííèõ

âðåìåíàõ ïîëå Θ íàõîäèòñÿ â ðåæèìå ÂÊÁ, à êîãäà k|x0| � 1 ìîäà íå çàâèñèò

îò âðåìåíè. Â ðåçóëüòàòå, íà ïîçäíèõ âðåìåíàõ ñïåêòð ìîùíîñòè ïëîñêèé,

PΘ =
1

4π2
. (43)
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Ýòîò ðåçóëüòàò âåðåí â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Íèçøèé ïîðÿäîê âçàèìîäåé-

ñòâèÿ ïîëåé Θ è δρ îïðåäåëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì âçàèìîäåéñòâèÿ, ÷üÿ ïëîò-

íîñòü (â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ)

HI = −Lint = −ρc δρ (∂µΘ)2 . (44)

Èìåííî ýòî âçàèìîäåéñòâèå îòâåòñòâåííî çà íåãàóññîâîñòü, êîòîðóþ ìû ïîçæå

íàéäåì.

Â ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèÿõ ìû ïðåíåáðåãëè âëèÿíèåì ãðàâèòàöèè. Ýòî

çàêîííî â òàêîì ñöåíàðèè íà ðàííèõ ýòàïàõ, êîãäà ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïîëÿ ãà-

ëèëåîíà ìàëà, à îñòàëüíûå ïîëÿ âîîáùå, êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, íåñóùåñòâåííû.

Ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå èìååòñÿ è â ñöåíàðèè ñ êîíôîðìíûì ñêàòûâàíèåì,

íî, â îòëè÷èå îò ãàëèëåîíà, â ìîäåëè ñ êîíôîðìíûì ñêàòûâàíèåì åñòü ñêà-

ëÿðíûé ïîòåíöèàë. Íàïîìíèì, ÷òî êîíôîðìíàÿ ñèììåòðèÿ äèêòóåò åãî âèä:

V (φ) = −h2|φ|4. Èñïîëüçóåì ïàðàìåòðèçàöèþ

φ =
ρ

h
exp

(
i
hΘ√

2

)
. (45)

Òîãäà, ôîíîâîå ïîëå ρc ñêàòûâàåòñÿ ñîãëàñíî (2), ãäå x0 = η � òåïåðü êîíôîðìíîå

âðåìÿ [26]. Ëàãðàíæèàí äëÿ Θ ñîâïàäàåò ñî âòîðûì ÷ëåíîì â (1), à âîçìóùåíèÿ

δρ ñíîâà ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèþ (38). Êàíîíè÷åñêè íîðìèðîâàííîå ðåøåíèå

äëÿ ïîëÿ Θ è âîçìóùåíèÿ δρ ñîâïàäàåò ñ (42) è (39), ñîîòâåòñòâåííî, òîëüêî h

� êîíñòàíòà ñàìîäåéñòâèÿ, à x0 = η. Òàêèì îáðàçîì, äèíàìèêà âîçìóùåíèé â

ìîäåëè ñ êîíôîðìíûì ñêàòûâàíèåì èäåíòè÷íà ìîäåëè ñ ãàëèëåîíîì.

2.4.2 Îáùåå äîêàçàòåëüñòâî

Yáåäèìñÿ, ÷òî ôîðìà óðàâíåíèÿ (38), îïðåäåëÿþùåãî âîçìóùåíèÿ δρ â ëèíåé-

íîì ïîðÿäêå, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòüþ. À èìåí-

íî, ðàññìîòðèì òåîðèþ, â êîòîðîé êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå ïîëÿ äëÿ ρ èìååò

âòîðîé ïîðÿäîê ïî ïðîèçâîäíûì, äåéñòâèå äëÿ ρ ëîêàëüíî è èíâàðèàíòíî îòíî-

ñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííûõ ñäâèãîâ è âðàùåíèé, âðåìåííûõ ñäâèãîâ, ðàñòÿæå-
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íèé

ρ(x)→ λρ(λx)

è èíâåðñèè

ρ(xµ)→ 1

x2
ρ

(
xµ

x2

)
.

Â òàêîé òåîðèè àâòîìàòè÷åñêè èìååòñÿ ðåøåíèå ρc = −x−1
0 (îáùóþ êîíñòàíòó

âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü ðàâíîé åäèíèöå ïåðåîáîçíà÷åíèåì ïîëÿ). Ýòî ðåøåíèå

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî è ðàñòÿæåíèÿ, è èíâåðñèè. Òàêèì îáðàçîì, êâàä-

ðàòè÷íîå äåéñòâèå äëÿ âîçìóùåíèé δρ íàä ýòèì ðåøåíèåì òîæå äîëæíî áûòü

èíâàðèàíòíî. Çàïèøåì äëÿ êâàäðàòè÷íîãî äåéñòâèÿ:

S(2) = h−2

∫
d4x δρ L δρ , (46)

ãäå L � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà, à h � íåêîòîðàÿ êîí-

ñòàíòà, âûáîð êîòîðîé áóäåò îïðåäåëåí íèæå. Ïîñêîëüêó ôîí çàâèñèò òîëüêî

îò âðåìåíè, îïåðàòîð L íå ñîäåðæèò ÿâíî ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò, íî ìî-

æåò ñîäåðæàòü âðåìÿ. Îí òàêæå èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííûõ

âðàùåíèé.

Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ðàñòÿæåíèé îçíà÷àåò, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî îá-

ùåé êîíñòàíòû, ÷àñòü L, âêëþ÷àþùàÿ ïðîèçâîäíûå, èìååò âèä

L ⊃ −∂2
0 + v2

s∆ , (47)

ãäå vs íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ìû ìîæåì âûáðàòü êîíñòàíòó h â (46) òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû ÷ëåí ñ äâóìÿ ïðîèçâîäíûìè ïî âðåìåíè âõîäèë ñ êîýôôèöèåí-

òîì −1. Ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè íå äîñòàòî÷íî4 äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü

vs = 1. Îäíàêî òðåáîâàíèå èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåò vs = 1. ×ëåí áåç ïðîèçâîäíûõ ïðàêòè÷åñêè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò-

ñÿ èç óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ðàñòÿæåíèÿ è èíâåðñèè,

L ⊃ c

x2
0

(48)

4Ïðîñòîé ñïîñîá ýòî óâèäåòü � ðàññìîòðåòü ìîäèôèêàöèþ ìîäåëè ãàëèëåîíà, â êîòîðîé

êîýôôèöèåíòû ïðè âòîðîì è òðåòüåì ÷ëåíàõ â (35) íåçàâèñèìû.
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ãäå c � ïîêà ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Íàêîíåö, èíâàðèàíòíîñòü èñõîäíîãî äåé-

ñòâèÿ îòíîñèòåëüíî âðåìåííûõ ñäâèãîâ îçíà÷àåò, ÷òî δρ = ρ̇c = x−2
0 äîëæíî

áûòü ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Lδρ = 0. Ýòî äàåò c = 6. Òàêèì îáðàçîì, âñå êâàäðà-

òè÷íîå äåéñòâèå äëÿ âîçìóùåíèé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êîíôîðìíîé èíâà-

ðèàíòíîñòüþ ñ òî÷íîñòüþ äî îáùåãî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ, à ëèíåéíîå óðàâ-

íåíèå äëÿ δρ èìååò îäèí è òîò æå âèä â öåëîì êëàññå êîíôîðìíî èíâàðèàíòíûõ

ìîäåëåé ñ ëàãðàíæèàíàìè îáùåãî âèäà (1). Â ëèäèðóþùåì íåëèíåéíîì ïîðÿäêå

ñâîéñòâà âîçìóùåíèé Θ èäåíòè÷íû â ýòèõ ìîäåëÿõ, òàê êàê îíè îïðåäåëÿþòñÿ

ãàìèëüòîíèàíîì âçàèìîäåéñòâèÿ (44).

2.5 Íåãàóññîâîñòü

Òåïåðü ïðåéäåì ê îáñóæäåíèþ íåãàóññîâîñòè. Ïîñêîëüêó ìîäåëü èíâàðèàíòíà

îòíîñèòåëüíî çàìåíû θ → −θ, òðåõòî÷êà ïîëåé ôàçû ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó íèç-

øåé íåèñ÷åçàþùåé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé áóäåò ÷åòûðåõòî÷å÷íàÿ. Â ýòîì

ïàðàãðàôå ìû íàéäåì ÷åòûðåõòî÷å÷íóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ 〈θ(x)θ(y)θ(z)θ(w)〉
è èçëîæèì ìåòîä, êîòîðûì ýòî ñäåëàíî, òàê íàçûâàåìûé 〈In-In〉-ôîðìàëèçì.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà O çàïèøåì :

〈O〉 =

〈
T exp


i

0∫

−∞

dx0HI




O(I)


T exp


−i

0∫

−∞

dx0HI





〉

(49)

ãäåO(I) � îïåðàòîð O â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîñêîëüêó íàì ïîòðåáó-

åòñÿ ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ, â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû åãî àêêóðàòíî

âû÷èñëèì.

2.5.1 Ãàìèëüòîíèàí

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ÷ëåíû âçàèìîäåéñòâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî h, ïîýòîìó

äëÿ ïîëÿ χ çàïèøåì

χ =

(
ρc
h

+
ρ√
2

)
exp

[
i
hθ√

2

]
,
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ãäå

ρc =
1

η∗ − η
≡ 1

ξ
≡ − 1

x0

- êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ïîëÿ, óìíîæåííîå íà h; ìû èñïîëüçóåì çäåñü

îáîçíà÷åíèå ρ äëÿ âîçìóùåíèé ìîäóëÿ. Òîãäà

L =
1

2
(∂µρ)2 +

1

2

(
ρc +

hρ√
2

)2

(∂µθ)
2 + 3ρ2

cρ
2 +
√

2hρcρ
3 +

h2

4
ρ4 (50)

Èç (50) íàõîäèì êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå

πθ = θ̇

(
ρc +

hρ√
2

)2

, πρ = ρ̇ (51)

è ïëîòíîñòü ãàìèëüòîíèàíà

H =
π2
θ

2
(
ρc + hρ√

2

)2 +
1

2

(
ρc +

hρ√
2

)2

(∂iθ)
2 +Hρ , (52)

çäåñü Hρ, ñîäåðæèò òîëüêî ρ è ρc.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïðåäñòàâëåíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì ãà-

ìèëüòîíèàí (52) íà êâàäðàòè÷íóþ ÷àñòü H0 è ÷ëåí âçàèìîäåéñòâèÿ HI

H0(θ, πθ) =
π2
θ

2ρ2
c

+
1

2
ρ2
c(∂iθ)

2

HI(θ, πθ) = − π2
θ

2ρ2
c




(
ρc + hρ√

2

)2

− ρ2
c

(
ρc + hρ√

2

)2


+

1

2

[(
ρc +

hρ√
2

)2

− ρ2
c

]
(∂iθ)

2 (53)

Ââåäåì ïåðåìåííûå â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ θ(I) è πθ(I). Îíè ïî îïðå-

äåëåíèþ óäîâëåòâîðÿþò ñâîáîäíûì óðàâíåíèÿì

θ̇(I) = i
[
H0(θ(I), πθ(I)), θ(I)

]
, π̇θ(I) = i

[
H0(θ(I), πθ(I)), πθ(I)

]
(54)

ñ âàêóóìíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Êàê è äîëæíî áûòü, óðàâíåíèÿ (54)

ýêâèâàëåíòíû ñâîáîäíûì óðàâíåíèÿì, âûòåêàþùèì èç (50):

∂2
µθ(I) + 2

ρ̇c
ρc
θ̇(I) = 0

∂2
µρ(I) − 6ρ2

cρ(I) = 0
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ñ ðåøåíèÿìè

ρ(I) = − i

4π

∫
d3k√
k

√
kξ

2
H

(1)
5
2

(kξ)eikxBk + h.c. (55)

θ(I) = − 1

4πρc

∫
d3k√
k

√
kξ

2
H

(1)
3
2

(kξ)eikxAk + h.c. (56)

Ïóòåì ñòàíäàðòíûõ ìàíèïóëÿöèé ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ (53)

â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ HI(θ(I), πθ(I)). Ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâîå óðàâíå-

íèå â (54) äàåò

πθ(I) = ρ2
c θ̇(I) ,

òàê ÷òî

HI(θ(I), πθ(I)) = −
θ̇2

(I)ρ
2
c

2




(
ρc +

hρ(I)√
2

)2

− ρ2
c

(
ρc +

hρ(I)√
2

)2


+

1

2

[(
ρc +

hρ(I)√
2

)2

− ρ2
c

]
(∂iθ(I))

2 .

Ðàçëàãàÿ ýòî âûðàæåíèå ïî h è ρ(I) äî ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíèàí

âçàèìîäåéñòâèÿ â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ (äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé

èíäåêñ (I) ó ïîëåé áóäåì îïóñêàòü)

HI =
hρcρ√

2

(
(∂iθ)

2 − θ̇2
)

= −Lint , (57)

èìåííî åãî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â (49).

2.5.2 Ñïàðèâàíèå è T -ïðîèçâåäåíèå

Íèæå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

θ(x)θ(y) =: θ(x)θ(y) : +D(x, y) , ρ(x)ρ(y) =: ρ(x)ρ(y) : +Dρ(x, y) . (58)

Èñïîëüçóÿ (55), (56) ïîëó÷àåì:

D(x, y) =
1

32π2

∫
d3k

[ρc(x)ρc(y)]3/2
H

(1)
3/2(−kx0)H

(2)
3/2(−ky0)eik(x−y) (59)

Dρ(x, y) =
1

32π2

∫
d3k

[ρc(x)ρc(y)]1/2
H

(1)
5/2(−kx0)H

(2)
5/2(−ky0)eik(x−y) . (60)
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáàÿ èç ôóíêöèé ñïàðèâàíèÿ D óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

D(ρ)(x, y) = D∗(ρ)(y, x) . (61)

Êðîìå òîãî, íàì ïîíàäîáèòñÿ (àíòè)T -ïðîèçâåäåíèå ïîëåé ρ. À èìåííî,

T xy + Txy ≡ 〈T (ρxρy)〉+ 〈T (ρxρy)〉 =

= Θ(x0 − y0)Dρ(y, x) + Θ(y0 − x0)Dρ(x, y) +

+ Θ(x0 − y0)Dρ(x, y) + Θ(y0 − x0)Dρ(y, x) =

= Dρ(x, y) +Dρ(y, x) = 2Re(Dρ(x, y)) (62)

è

T xy − Txy = −ε(x0 − y0)[Dρ(x, y)−Dρ(y, x)] =

= −2iε(x0 − y0)Im(Dρ(x, y)) (63)

2.5.3 4-òî÷å÷íûå ôóíêöèè. Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû íàéäåì êîððåëÿòîð 〈θ(x)θ(y)θ(z)θ(w)〉, êîòîðûé â äàëü-

íåéøåì ìû áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ÷àñòî îáîçíà÷àòü θ4 . Íàì èíòåðåñåí âêëàä ïî-

ðÿäêà h2. Ïîäñòàâèì (57) â (49). Â êîððåëÿòîðå áóäåò äâà òèïà âêëàäîâ; ïåðâûé

ñîîòâåòñòâóåò ðàçëîæåíèþ è ëåâîé, è ïðàâîé ýêñïîíåíòû äî ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â

ýòîì ñëó÷àå (àíòè)T -ïðîèçâåäåíèå íàì íå ïîíàäîáèòñÿ, åäèíñòâåííàÿ âîçìîæ-

íîñòü � ñïàðèòü ρ, ïðèõîäÿùèå èç äâóõ ãàìèëüòîíèàíîâ, äðóã ñòðóãîì, à θ èç

îáîèõ ãàìèëüòîíèàíîâ � ñ θ èç θ4. Èòàê, èñïîëüçóÿ (49), (57) è (58), ïîëó÷àåì
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äëÿ âêëàäà ïåðâîãî òèïà

〈i



∫
d4x′HI(x

′)


 θ4(−i)



∫
d4x′′HI(x

′′)


〉 =

=



2h2

∫
d4x′d4x′′ρc(x

′)ρc(x
′′)×

×
[
∂′µD(x′, x)∂′µD(x′, y)∂′′νD(z, x′′)∂′′νD(w, x′′)Dρ(x

′, x′′) +

(
x↔ z

y ↔ w

)]}
+

+{y ↔ z}+ {y ↔ w} (64)

Îïðåäåëèì åùå äâå ôóíêöèè:

R(x′;x, y) ≡ Rx′xy ≡ Re
[
∂′µD(x′, x)∂′µD(x′, y)

]

Q(x′;x, y) ≡ Qx′xy ≡ Im
[
∂′µD(x′, x)∂′µD(x′, y)

]
(65)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (61), ïîëó÷èì

∂′′νD(z, x′′)∂′′νD(w, x′′) = ∂′′νD
∗(x′′, z)∂′′νD

∗(x′′, w) = Rx′′zw − iQx′′zw .

Ñäåëàâ çàìåíó x′ ↔ x′′ âî âòîðîì ÷ëåíå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ (64), ïîëó÷èì

(äëÿ âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ):

(Rx′xy + iQx′xy) (Rx′′zw − iQx′′zw)Dρ(x
′, x′′) +

= (Rx′xy − iQx′xy) (Rx′′zw + iQx′′zw)Dρ(x
′′, x′) =

= (Rx′xyRx′′zw +Qx′xyQx′′zw) [Dρ(x
′, x′′) +Dρ(x

′′, x′)] +

+i (Qx′xyRx′′zw −Rx′xyQx′′zw) [Dρ(x
′, x′′)−Dρ(x

′′, x′)] . (66)

Òåïåðü îáñóäèì âòîðîé òèï âêëàäîâ. Îí îòâå÷àåò ðàçëîæåíèþ òîëüêî îäíîé
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ýêñïîíåíòû, íî äî âòîðîãî ïîðÿäêà:

〈


i

2

2

∫
d4x′d4x′′THI(x

′)HI(x
′′)


 θ4〉+ 〈θ4


(−i)2

2

∫
d4x′d4x′′THI(x

′)HI(x
′′)


〉

=



−2h2

∫
d4x′d4x′′ρc(x

′)ρc(x
′′)
[
∂′µD(x′, x)∂′µD(x′, y)∂′′νD(x′′, z)∂′′νD(x′′, w)T x′x′′+

+ ∂′µD(x, x′)∂′µD(y, x′)∂′′νD(z, x′′)∂′′νD(w, x′′)Tx′x′′
]}

+ {y ↔ z}+ {y ↔ w} (67)

Èñïîëüçóÿ (62), (63) è (65), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïðåäû-

äóùåé ôîðìóëû:

(Rx′xyRx′′zw −Qx′xyQx′′zw) [Dρ(x
′, x′′) +Dρ(x

′′, x′)]−
− iε(x′0 − x′′0) (Qx′xyRx′′zw +Rx′xyQx′′zw) [Dρ(x

′, x′′)−Dρ(x
′′, x′)] . (68)

Ïîäñòàâëÿÿ (68) â (67) è (66) â (64), ïîëó÷àåì â èòîãå

〈θxθyθzθw〉 = 4h2

∫
d4x′d4x′′ρc(x

′)ρc(x
′′) [Qx′xyQx′′zw (Dρ(x

′, x′′) +Dρ(x
′′, x′)) +

+ i (Dρ(x
′, x′′)−Dρ(x

′′, x′)) {Θ(x′0 − x′′0)Qx′xyRx′′zw −Θ(x′′0 − x′0)Rx′xyQx′′zw}] +

+[y ↔ z] + [y ↔ w] (69)

2.5.4 4-òî÷å÷íûå ôóíêöèè. Èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ëèäèðóþ-

ùèé âêëàä

Ëèäèðóþùèé âêëàä, íà ñàìîì äåëå, äàåò ïîñëåäíèé ÷ëåí, ÿâíî âûïèñàííûé â

(69). Ïîçæå ìû ýòî óâèäèì. Íàñ èíòåðåñóåò ôîðìàëüíûé ïðåäåë x0 = y0 =

z0 = w0 → 0, ÷òî îòâå÷àåò ïîçäíèì âðåìåíàì. Ñïàðèâàíèå D ðåãóëÿðíî â ýòîì

ïðåäåëå. Ïîýòîìó ìû êëàäåì âðåìÿ ðàâíûì íóëþ ïðÿìî â ôîðìóëå (59):

D(x′,x, x0 = 0) =
i

32π2ρc(ξ)3/2

√
2

π

∫
d3k

k3/2
H

(1)
3/2(kξ)eik(x′−x) (70)
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Çäåñü è íèæå ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ ξ = −x′0 è χ = −x′′0. Íàéäåì5 ôóíêöèè

Rx′xy è Qx′xy. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì

∂′µD(x′,x)∂′µD(x′,y) = − 1

(32π2)2

2

π

∫
d3k1d

3k2

k
3/2
1 k

3/2
2

eik1(x′−x)+ik2(x′−y) ×

×
[
∂

∂ξ

(
ξ3/2H

(1)
3/2(k1ξ)

) ∂

∂ξ

(
ξ3/2H

(1)
3/2(k2ξ)

)
+ k1k2ξ

3H
(1)
3/2(k1ξ)H

(1)
3/2(k2ξ)

]
(71)

Ðàçäåëèì âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ (71) íà äåéñòâèòåëüíóþ

R̃(k1, k2, k12, ξ) ≡ π(k1k2)3/2Re [. . .] =

= cos(ξ(k1 + k2)) ·
[
ξ2k1k2(k2

12 − (k1 + k2)2) + k2
1 + k2

2 − k2
12

]
+

+ sin(ξ(k1 + k2)) · ξ(k1 + k2)(k2
1 + k2

2 − k2
12) (72)

è ìíèìóþ ÷àñòè

Q̃(k1, k2, k12, ξ) ≡ π(k1k2)3/2Im [. . .] =

= sin(ξ(k1 + k2)) ·
[
ξ2k1k2(k2

12 − (k1 + k2)2) + k2
1 + k2

2 − k2
12

]
−

− cos(ξ(k1 + k2)) · ξ(k1 + k2)(k2
1 + k2

2 − k2
12) , (73)

ãäå

k12 = k1 + k2. (74)

Ìû ó÷ëè, ÷òî èíòåãðàë ∫
d3keikxf(k)

5Êàæåòñÿ çàìàí÷èâûì èçáàâèòüñÿ îò ïðîèçâîäíûõ â (69) ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå âûãëÿäèò ïðîùå,

ýòîò ïîäõîä áåñïîëåçåí èç-çà ïîÿâëÿþùåãîñÿ ãðàíè÷íîãî ÷ëåíà, à ãëàâíîå, èç-çà ñèíãóëÿðíî-

ñòè ïðè ξ → 0, êîòîðàÿ îòñóòñòâóåò â èñõîäíîé ôîðìóëå (69).

32



äåéñòâèòåëåí äëÿ ïðîèçâîëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè f(k). Èç (65), (70),

(71) ïîëó÷àåì:

Rx′xy = − 1

8(2π)6

∫
d3k1d

3k2

k3
1k

3
2

ei[(k1+k2)x′−k1x−k2y]R̃(k1, k2, k12, ξ)

Qx′xy = − 1

8(2π)6

∫
d3k1d

3k2

k3
1k

3
2

ei[(k1+k2)x′−k1x−k2y]Q̃(k1, k2, k12, ξ) (75)

Òåïåðü íàéäåì ÷åòûðåõòî÷å÷íóþ ôóíêöèþ â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè. Ðàñ-

ñìîòðèì ñíà÷àëà âêëàä ïåðâîãî ÷ëåíà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ (69). Ïðèíèìàÿ

âî âíèìàíèå (61), ïîäñòàâëÿåì (60) è (75) â (69), è èíòåãðèðóåì ïî x′,x′′. Â

ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì äâå δ-ôóíêöèè, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ äàåò (74), ãäå k12 �

èìïóëüñ Dρ, à âòîðàÿ îòâå÷àåò çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî èìïóëüñà. Èòàê, ìû

ïîëó÷àåì

〈θ4〉l.c. = 8h2

∫
dx′dx′′ρc(x

′)ρc(x
′′)Qx′xyQx′′zwRe(Dρ(x

′, x′′)) =

=
h2

64(2π)8

∫
d3k1d

3k2d
3p1d

3p2

k3
1k

3
2p

3
1p

3
2

δ(k1 + k2 + p1 + p2)ei[k1x+k2y+p1z+p2w]× (76)

×
∞∫

0

dξdχ
√
ρc(ξ)ρc(χ)Q̃(k1, k2, k12, ξ)Q̃(p1, p2, k12, χ)

[
Y5/2(k12ξ)Y5/2(k12χ) + J5/2(k12ξ)J5/2(k12χ)

]
.

Îïðåäåëèì â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè n-òî÷å÷íóþ ôóíêöèþ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì

(2π)3δ

(
n∑

i=1

ki

)
Gn(k1, . . . ,kn) =

∫ n∏

i=1

{
d3xie

−ikixi
}
Gn(x1, . . . ,xn),

òîãäà äëÿ ÷åòûðåõòî÷êè èìååì

θ4(l.c.)(k1,k2,p1,p2) =
h2π

32
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k3
1k

3
2p

3
1p

3
2

× (77)
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×
∞∫

0

dξdχ
√
ρc(ξ)ρc(χ)Q̃(k1, k2, k12, ξ)Q̃(p1, p2, k12, χ)

[
Y5/2(k12ξ)Y5/2(k12χ) + J5/2(k12ξ)J5/2(k12χ)

]
.

Âèäíî, ÷òî èíòåãðàëû ïî ξ è χ ðàçäåëÿþòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ èíòåãðà-

ëîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ áåðåòñÿ ÿâíî. Ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì

(Mathematica, Maple), à òàêæå, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Y(k1, k2, k12) ≡
∞∫

0

dξQ̃(k1, k2, k12, ξ)
√
ρc(ξ)Y5/2(k12ξ) =

= −1

2

√
π

2

1

k
5/2
12

[
3(k2

1 − k2
2)2 − 2(k2

1 + k2
2)k2

12 − k4
12

]
(78)

J (k1, k2, k12) ≡
∞∫

0

dξQ̃(k1, k2, k12, ξ)
√
ρc(ξ)J5/2(k12ξ) =

=
1√

2πk
5/2
12

[
k12(k2

12 − 3(k1 − k2)2)(k1 + k2)+

+
(
3(k2

1 − k2
2)2 − 2(k2

1 + k2
2)k2

12 − k4
12

)
arctanh

k12

k1 + k2

]
(79)

Òåïåðü âûäåëèì ëèäèðóþùèé ïîðÿäîê. Íàì èíòåðåñíà ñëåäóþùàÿ êîíôè-

ãóðàöèÿ:

X =
x + y

2
, Z =

z + w

2

~ε = x− y = z−w, (80)

ñîîòâåòñòâåííî,

x = X +
~ε

2
, z = Z +

~ε

2
,

y = X− ~ε

2
, w = Z− ~ε

2
.

Èç (80) ñëåäóåò, ÷òî

L ≡ X− Z = x− z = y −w
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Â äàëüíåéøåì èíòåðåñíûì äëÿ íàñ ðåæèìîì áóäåò

L� ε. (81)

×åðåç íîâûå ïåðåìåííûå ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû â (76) âûðàæàåòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì

X(k1 + k2) + Z(p1 + p2) +
~ε

2
(k1 − k2) +

~ε

2
(p1 − p2) (82)

Èëè, ââîäÿ íîâûå ïåðåìåííûå (ìû ó÷èòûâàåì δ-ôóíêöèþ â (76)),

k1 + k2 = k12, p1 + p2 = −k12

k1 − k2 = 2Q, p1 − p2 = 2P, (83)

k1 =
k12

2
+ Q, k2 =

k12

2
−Q,

p1 = −k12

2
+ P, p2 = −k12

2
−P,

ïîëó÷àåì â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû

Lk12 + ~ε(Q + P). (84)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ðåæèìå (81)

Q ∼ P ∼ 1

ε
� k12 ∼

1

L
.

Èñïîëüçóÿ (78), (79), íàõîäèì ëèäèðóþùåå ïîâåäåíèå ôóíêöèé Y è J ïðè ìà-

ëûõ k12:

Y(Q,k12) =

√
2π

k12

Q2

[
1− 3

(
k12Q

k12Q

)2

+O(k2
12/Q

2)

]
(85)

J (Q,k12) = O(k
5/2
12 ).

Îòìåòèì, ÷òî ëèäèðóþùèå ÷ëåíû ïîðÿäêà 1/k
5/2
12 è 1/k

3/2
12 , êîòîðûå ìû áû íà-

èâíî îæèäàëè â (78), ñîêðàòèëèñü.
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Èòàê, ïîäñòàâëÿÿ (85) â (77), ïîëó÷àåì (ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ J ðåãóëÿðíà,

îíà íå äàåò ëèäèðóþùåãî âêëàäà)

θ4(l.c.)(Q,P,k12) =
h2π2

16

1

k12Q4P 4

[
1− 3

(
k12Q

k12Q

)2
][

1− 3

(
k12P

k12P

)2
]

(86)

Â ðåæèìå ìàëûõ k12 âòîðîé ÷ëåí â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ (69) íå èìååò ñèíãó-

ëÿðíîñòè. Ïîñëå ïåðåõîäà â èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå, èç (72), (73), (75) âèäíî,

÷òî ôóíêöèè R è Q ðåãóëÿðíû ïðè k12 → 0. Ôàêòîð Dρ(x
′, x′′) − Dρ(x

′′, x′) =

2iIm(Dρ(x
′, x′′)) âêëþ÷àåò ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé Áåññåëÿ è Íåéìàíà J3/2(k12ξ)Y3/2(k12χ),

è, ñëåäîâàòåëüíî, òîæå êîíå÷åí. Ñîîòâåòñòâåííî, èíòåãðàë ïî ξ è χ òàêæå íå

èìååò ñèíãóëÿðíîñòè. Ïîëó÷àåì, ÷òî âêëàä îò âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (69) êîíå÷åí

ïðè ìàëûõ k12 è, ñäåëîâàòåëüíî, ïîäàâëåí ïî ñðàâíåíèþ ñ (86).

Ïåðåêðåñòíûå ñëàãàåìûå (â òðåòüåé ñòðî÷êå â ôîðìóëå (69)) òîæå ïîäàâ-

ëåíû ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèäèðóþùèì âêëàäîì. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì

ñëàãàåìîå y ↔ z. Èç (76) ñëåäóåò, ÷òî ýòî îòâå÷àåò çàìåíå k2 ↔ p2 â ýêñïîíåíòå,

à k12 â (76) îñòàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå íåèçìåííûì (74). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷à-

åì, ÷òî âûðàæåíèå â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû (82) îñòàåòñÿ âåðíûì, ñ çàìåíîé

k2 ↔ p2, è óðàâíåíèå (83) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

k1 + p1 = k̃12, k2 + p2 = −k̃12

k1 − p1 = 2Q, k2 − p2 = 2P. (87)

×òî êàñàåòñÿ óðàâíåíèÿ (84), òî îíî òîæå îñòàåòñÿ, íî ñ çàìåíîé k12 ↔ k̃12.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ìàëûì ñòàíîâèòñÿ k̃12, à íå k12. Íî ôóíêöèè

Y è J âñå åùå çàâèñÿò îò k12, à íå îò k̃12, è ïîýòîìó èíôðàêðàñíîå óñèëåíèå

(ñèíãóëÿðíîñòü), òàêîå, êàê áûëî â (86), â ïåðåêðåñòíîì ÷ëåíå îòñóòñòâóåò.

2.5.5 Ôîðìû íåãàóññîâîñòè

Âû÷èñëåíèå âêëàäà (67) ïðîâåäåíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, ãäå òàêæå ïðèâåäåí

ïîëíûé ðåçóëüòàò äëÿ ÷åòûðåõòî÷êè. Ìû îïðåäåëÿåì ÷åòûðåõòî÷êó, èëè òðè-
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ñïåêòð T â íàøåì ñëó÷àå ñëåäóþùèì îáðàçîì

G4(k1,k2,k3,k4) =
h2

4∏
i=1

k3
i

T (k1, k2, k3, k4, k12, k14) ,

ãäå k14 = k1 + k4. Êîìáèíàöèè k13 = |k1 + k3| è k24 = |k2 + k4| íå ÿâëÿþòñÿ
íåçàâèñèìûìè, òàê êàê

k13 = k24 =
√
k2

1 + k2
2 + k2

3 + k2
4 − k2

12 − k2
14 .

Äëÿ èëëþñòðàöèè óäîáíî ðàçëîæèòü òðèñïåêòð íà ÷àñòü Ts, ñèíãóëÿðíóþ ïðè

k12 → 0, k13 → 0, èëè k14 → 0, è íà ðåãóëÿðíóþ ÷àñòü Tr,

T = Ts + Tr .

Ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü ïîëó÷àåòñÿ6 èç (86),

Ts =
π

32
[Ys(k1, k2, k12)Ys(k3, k4, k12) + (k2 ↔ k3) + (k2 ↔ k4)] , (88)

òîãäà êàê îñòàëüíàÿ ÷àñòü íàõîäèòñÿ èç (98) è (99). Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî íè-

êàêîé äðóãîé ñèíãóëÿðíîñòè â T íåò: ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêèå

ðàñõîäèìîñòè, ïîÿâëÿþùèåñÿ â ïðîìåæóòî÷íûõ ôîðìóëàõ, ñîêðàùàþòñÿ ïðè

ó÷åòå âñåõ âêëàäîâ.

Êàê è àâòîðû [106], ìû áóäåì ñðàâíèâàòü íàø òðèñïåêòð ñ òðèñïåêòðàìè ëî-

êàëüíîãî âèäà. Ïîñëåäíèå ïîëó÷àþòñÿ èç àíçàòöà â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå

[107, 108]

ζ(x) = ζg +
3

5
fNL(ζ2

g − 〈ζ2
g 〉) +

9

25
gNL(ζ3

g − 3〈ζ2
g 〉ζg) , (89)

ãäå ζg � ãàóññîâî ïîëå, à fNL è gNL � êîíñòàíòû. Ìû èìååì [106]:

G4,loc(k1,k2,k3,k4) =
const
4∏
i=1

k3
i

(
f 2
NLTloc1 + gNLTloc2

)
,

6Ïðîèçâåäåíèå YsYr ðåãóëÿðíî â ïðåäåëå k12 → 0.
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ãäå äâå ëîêàëüíûå ôîðìû � ñëåäóþùèå:

Tloc1 =
9

50

(
k3

1k
3
3 + k3

1k
3
4 + k3

2k
3
3 + k3

2k
3
4

k3
12

+ {k2 ↔ k3}+ {k2 ↔ k4}
)
, (90)

Tloc2 =
27

100

4∑

i=1

k3
i . (91)

Îïðåäåëèì âåëè÷èíó íåãàóññîâîñòè. Ñòàíäàðòíàÿ îöåíêà tNL ñâÿçàíà ñ ÷åòû-

ðåõòî÷å÷íîé ôóíêöèåé â ïðåäåëå òåòðàýäðà, ki = k12 = k14 ≡ k,

〈ζ4
k〉ki=k12=k14≡k = (2π)9P3

ζ δ

(
4∑

i=1

ki

)
1

k9
tNL . (92)

Îòìåòèì, ÷òî ñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå âêëþ÷àåò P3
ζ â ïðàâîé ÷àñòè. Ýòî èìååò

ñìûñë äëÿ ëîêàëüíîãî àíçàòöà (89), è âåëè÷èíû â ëîêàëüíûõ ìîäåëÿõ ñëåäóþ-

ùèå [106]:

tloc1
NL = 2.16f 2

NL, tloc2
NL = 1.08gNL.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåëè÷èíà, êîòîðóþ ìû ìîæåì ÿâíî íàéòè â íàøåé ìîäåëè �

ýòî

〈θ4
k〉ki=k12=k14≡k = (2π)9P3

θ δ

(
4∑

i=1

ki

)
1

k9
t
(θ)
NL ,

ãäå Pθ = 1/(4π2), ñîãëàñíî (43). Âåëè÷èíà íåãàóññîâîñòè äëÿ θ â íàøåé ìîäåëè

ïîëó÷àåòñÿ èç (98) è (99),

t
(θ)
NL = 2.87h2 . (93)

Àäèàáàòè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ζ ïðîïîðöèîíàëüíû θ, à èìåííî,

ζ = r
θ

θ̄
, (94)

ãäå θ̄ � îäíîðîäíîå ôîíîâîå çíà÷åíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, è r . 1 � îñëàáëÿþùèé

ôàêòîð, íå çàâèñÿùèé îò k íè äëÿ êóðâàòîííîãî ìåõàíèçìà ïåðåâîäà âîçìóùå-

íèé θ â àäèàáàòè÷åñêèå, íè äëÿ ìåõàíèçìà ìîäóëèðîâàííîãî ðàñïàäà 7. Ïîýòîìó

7Íàïîìíèì, ÷òî ìû íå ó÷èòûâàåì íåãàóññîâîñòü, êîòîðàÿ ìîæåò ãåíåðèðîâàòüñÿ âî âðå-

ìÿ ïåðåðàáîòêè âîçìóùåíèé. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ëèíåéíîé ñâÿçè ìåæäó ζ è θ

îïðàâäàíî.
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â íàøåé ìîäåëè âåëè÷èíà íåãàóññîâîñòè àäèàáàòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ñëåäóþ-

ùàÿ

tNL =
Pθ
Pζ
· t(θ)NL = 2.87

h2

4π2Pζ
.

Òàê æå, êàê è â èíôëÿöèîííûõ ìîäåëÿõ ñ òàêèìè ìåõàíèçìàìè ïåðåðàáîòêè âîç-

ìóùåíèé, â íàøåé ìîäåëè ìû ìîæåì ïîëó÷èòü tNL � 1. Êàê óæå îáñóæäàëîñü,

íèêàêèõ ìîäåëüíî íåçàâèñèìûõ îãðàíè÷åíèé íà θ̄ è h íåò, òàê ÷òî âíóòðåííÿÿ

íåãàóññîâîñòü, î êîòîðîé èäåò ðå÷ü, âïîëíå ìîæåò ïðåîáëàäàòü íàä íåãàóññîâî-

ñòüþ, ñâÿçàííîé ñ ïåðåõîäîì îò âîçìóùåíèé θ ê àäèàáàòè÷åñêèì âîçìóùåíèÿì,

è áûòü äîñòàòî÷íîé äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî íàáëþäåíèÿ.

Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî â ñöåíàðèè ñ êîíôîðìíûì ñêàòûâàíèåì [26], ñïåêòð

ìîùíîñòè àäèàáàòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ñàì ïðîïîðöèîíàëåí h2. Ïðè÷èíà ýòîãî

ëåæèò â òîì, ÷òî θ � ïîëå ôàçû â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè. Ñ íàøåé íîðìèðîâ-

êîé åãî ôîíîâîå çíà÷åíèå îãðàíè÷åíî ñâåðõó, ýòî âèäíî èç ôîðìóëû (45),

|θ̄| ≤
√

2π

h
,

è åñëè íå ïðåäïîëàãàòü òîíêîé ïîäñòðîéêè, òî |θ̄| ∼ π/h. Ôîðìóëà (94) òîãäà

äàåò

Pζ ≥
r2h2

8π4
,

òàê ÷òî

tNL ≤ 2.87
2π2

r2
.

Ïîýòîìó âíóòðåííÿÿ íåãàóññîâîñòü ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíîé òîëüêî äëÿ íåáîëü-

øèõ ôàêòîðîâ îñëàáëåíèÿ r. Åñëè âîçìóùåíèÿ θ ïåðåâîäÿòñÿ â àäèàáàòè÷åñêèå

ìîäû ñ ïîìîùüþ êóðâàòîííîãî ìåõàíèçìà, íåãàóññîâîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ ïåðåõî-

äîì, áîëüøàÿ äëÿ ìàëûõ r, fNL ∼ r−1 [109, 110, 111, 112], òàê ÷òî åå âêëàä â

òðèñïåêòð, ãðóáî ãîâîðÿ, îäíîãî ïîðÿäêà ñ âíóòðåííåé íåãàóññîâîñòüþ. Â ýòîì

ñëó÷àå âîïðîñ âîçìîæíîñòè íàáëþäåíèÿ âíóòðåííåé íåãàóññîâîñòè çàñëóæèâàåò

îòäåëüíîãî èçó÷åíèÿ. Ýòî îòíîñèòñÿ è ê îñíîâíîé ìàññå ìîäåëåé ìîäóëèðîâàí-

íîãî ðàñïàäà, â êîòîðûõ òîæå fNL ∼ r−1 [113, 114]. Åñòü, îäíàêî, èñêëþ÷å-

íèå [115]: åñëè øèðèíà ðàñïàäàþùèõñÿ ÷àñòèö Γ(θ) ëèíåéíà ïî θ èëè èìååò
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âèä Γ(θ) = (γ0 + γ1θ)
2 (÷òî áîëåå ïðàâäîïîäîáíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè ÷à-

ñòèö), òîãäà fNL, gNL áóäóò, ãðóáî ãîâîðÿ, ïîðÿäêà åäèíèöû äàæå äëÿ ìàëûõ

r ∼ γ1/γ0, è, ñëåäîâàòåëüíî, áîëüøèõ tNL. Â öåëîì ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â ñöåíà-

ðèè ñ êîíôîðìíûì ñêàòûâàíèåì äîìèíèðîâàíèå è äåòåêòèðóåìîñòü âíóòðåííåé

íåãàóññîâîñòè âîçìîæíî, íî òîëüêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ ðàçëè÷íûõ ôîðì íåãàóññîâîñòè. ×òîáû èõ

ñðàâíèâàòü, ìû çàäàåì

h2

4π2Pζ
= fNL = gNL = 1 ;

òîãäà âåëè÷èíû ÷åòûðåõòî÷åê âî âñåõ ìîäåëÿõ ñõîæè.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ïðåäåëû äëÿ ôóíêöèè T . Ìû ïîëüçó-

åìñÿ íîìåíêëàòóðîé, èñïîëüçóåìîé â [106, 116]. Ïåðâûå òðè ãðàôèêà íà ðèñ. 2,

3, 4 è 5 ïîêàçûâàþò: ïîëíûé òðèñïåêòð T , ñèíãóëÿðíûé âêëàä Ts è ðåãóëÿðíóþ
÷àñòü Tr â íàøåé ìîäåëè, ñîîòâåòñòâåííî. ×åòâåðòûé è ïÿòûé ãðàôèêè ïîêà-

çûâàþò äâà ëîêàëüíûõ òðèñïåêòðà Tloc1 è Tloc2. Îòìåòèì, ÷òî âåðòèêàëüíûå

ìàñøòàáû â ïîñëåäíèõ äâóõ ãðàôèêàõ îòëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé, è îòëè÷àþò-

ñÿ îò âåðòèêàëüíîãî ìàñøòàáà ïåðâûõ òðåõ ãðàôèêîâ. Îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íà

ýòèõ ãðàôèêàõ îãðàíè÷åíû ðàçëè÷íûìè íåðàâåíñòâàìè, êîòîðûì ïîä÷èíÿþòñÿ

èìïóëüñû. Â ÷àñòíîñòè,

k2
12 + k2

14 ≤
4∑

i=1

k2
i ,

√
k2

1 + k2
4 − 2k1k4 ≤ k14 ≤

√
k2

1 + k2
4 + 2k1k4 .

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèå ïðåäåëû.

1. Ðàâíîñòîðîííèé ïðåäåë, k1 = k2 = k3 = k4. Ìû ïðåäñòàâëÿåì íà ãðà-

ôèêå 2 ÷åòûðåõòî÷êó êàê ôóíêöèþ k12/k1 è k14/k1. Ñðàçó âèäíà îñîáåííîñòü

T ∝ k−1
12 , k

−1
14 â íàøåì òðèñïåêòðå è åãî ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè, à òàêæå ñèíãóëÿð-

íîñòü áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà Tloc1 ∝ k−3
12 , k

−3
14 â ïåðâîì ëîêàëüíîì òðèñïåêòðå.

Êàê ðàíåå áûëî îòìå÷åíî, èíôëÿöèîííûå ìîäåëè ñ îäíèì ïîëåì èíôëàòîíà

èìåþò òðèñïåêòð, ðåãóëÿðíûé â òî÷êàõ k12 → 0 è k14 → 0 [106, 117, 118, 119,
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120, 121, 122, 123, 124, 125, 126, 127, 128, 129, 130, 116]. Òàêèì îáðàçîì, ñèíãó-

ëÿðíîñòü, âûçâàííàÿ èíôðàêðàñíûì óñèëåíèåì ðàäèàëüíûõ ìîä δρ, ÿâëÿåòñÿ

îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé êîíôîðìíûõ ìîäåëåé.

2. Ñïåöèàëüíûé ïëàíàðíûé ïðåäåë, k1 = k3 = k14 è

k12 =

[
k2

1 +
k2k4

2k2
1

(
k2k4 +

√
(4k2

1 − k2
2)(4k2

1 − k2
4)

)]1/2

.

×åòûðåõòî÷êè íà ãðàôèêå 3 ïîêàçàíû êàê ôóíêöèè k2/k1 è k4/k1. Ñòðóêòóðû

íà äèàãîíàëè îïÿòü ïîÿâëÿþòñÿ èç-çà ñèíãóëÿðíîñòè, òåïåðü ïðè k13 → 0, ÷òî

ñîîòâåòñòâóåò k2 → k4. Îòìåòèì, ÷òî ïîëíûé òðèñïåêòð çàíóëÿåòñÿ íà ãðàíèöàõ

k2 = 0 è k4 = 0 (ýòî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêè). Ïîñëåäíÿÿ ÷åðòà

ñõîæà ñî ìíîãèìè èíôëÿöèîííûìè ìîäåëÿìè [106, 116], îäíàêî îòñóòñòâóåò â

Tloc1 â Tloc2.

3. Äâàæäû ñæàòûé ïðåäåë, k3 = k4 = k12. Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû ñëåäóþùèå

êîìáèíàöèè
T

4∏
i=1

ki

,

à íà ðèñ. 5 ñàìè òðèñïåêòðû T êàê ôóíêöèè k2/k1 è k4/k1. Î÷åâèäíî, íàø

òðèñïåêòð ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ëîêàëüíûõ â òàêîì ïðåäåëå.

2.5.6 ×åòûðåõòî÷êà áåç ïðèáëèæåíèé

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðîâåäåì ÿâíîå âû÷èñëåíèå ÷åòûðåõòî÷êè. Êàê íè ñòðàí-

íî, ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïîëíîñòüþ àíàëèòè÷åñêè.

Âû÷èñëåíèÿ óäîáíåå ïðîâîäèòü â òåðìèíàõ ñèììåòðè÷íûõ ïîëèíîìîâ. Â s-

êàíàëå (äèàãðàììà íà ðèñ. 6) ýòî ñëåäóþùèå êîìáèíàöèè

K1 = k1 + k2 , K2 = k1k2 , P1 = k3 + k4 , P2 = k3k4 .

Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

ZK1,K2 = K1(3K2
1−12K2−k2

12) , XK1,K2 = k4
12 +2k2

12(K2
1−2K2)+12K2

1K2−3K4
1 .
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k12/k1

k14/k1

T Ts

Tr

Tloc1 Tloc2

Ðèñ. 2: Ïîëíûé òðèñïåêòð T (âåðõíèé ëåâûé ãðàôèê), åãî ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü

Ts (âåðõíèé ïðàâûé ãðàôèê), åãî ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü Tr (öåíòðàëüíûé ãðàôèê),

òðèñïåêòð ëîêàëüíîãî âèäà Tloc1 (íèæíèé ëåâûé ãðàôèê) è äðóãîé òðèñïåêòð ëî-

êàëüíîãî âèäà Tloc2 (íèæíèé ïðàâûé ãðàôèê) â ðàâíîñòîðîííåì ïðåäåëå. Îïðå-

äåëåíèÿ äàíû â ïàðàãðàôå 2.5.5. Íàïîìíèì, ÷òî âåðòèêàëüíûå ìàñøòàáû ñîâ-

ïàäàþò ìåæäó ñîáîé òîëüêî íà íèæíèõ äâóõ ãðàôèêàõ.
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k2/k1

k4/k1

T Ts

Tr

Tloc1 Tloc2

Ðèñ. 3: Òå æå ãðàôèêè, ÷òî è íà ðèñ. 2, íî â ñïåöèàëüíîì ïëàíàðíîì ïðåäåëå.
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k2/k1

k4/k1

T∏
ki

Ts∏
ki

Tr∏
ki

Tloc1∏
ki

Tloc2∏
ki

Ðèñ. 4: Äâàæäû ñæàòûé ïðåäåë. Ïîêàçàíû êîìáèíàöèè T /(
4∏
i=1

ki) äëÿ òåõ æå

òðèñïåêòðîâ, ÷òî è íà ðèñ. 2.
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k2/k1

k4/k1

T Ts

Tr

Tloc1 Tloc2

Ðèñ. 5: Äâàæäû ñæàòûé ïðåäåë. Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 4, íî äëÿ ñàìèõ òðèñïåê-

òðîâ T .
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k1

k2

k12

k3

k4

Ðèñ. 6: s-êàíàëüíûé âêëàä â òðèñïåêòð. Ïóíêòèðíàÿ è ñïëîøíàÿ ëèíèè îòâå÷à-

þò äâóõòî÷å÷íûì ôóíêöèÿì ïîëåé θ è δρ, ñîîòâåòñòâåííî.

Â ýòèõ òåðìèíàõ âûðàæåíèÿ (72) è (73) ïåðåïèñûâàþòñÿ:

R̃ = [K2
1 − 2K2 − k2

12 −K2(K2
1 − k2

12)ξ2] cos(K1ξ)

+ K1(K2
1 − 2K2 − k2

12)ξ sin(K1ξ) ,

Q̃ = [K2
1 − 2K2 − k2

12 −K2(K2
1 − k2

12)ξ2] sin(K1ξ)

− K1(K2
1 − 2K2 − k2

12)ξ cos(K1ξ) .

×ëåíû (67) äàþò ñëåäóþùèé âêëàä â ÷åòûðåõòî÷å÷íóþ ôóíêöèþ:

G4 T T̄ =
h2

4∏
i=1

k3
i

π

32

[
U(k1, k2, k3, k4, k12) + 2 permutations

]
,

ãäå, â î÷åâèäíûõ îáîçíà÷åíèÿõ,

U(k1, k2, k3, k4, k12) =
32

π

∞∫

0

dξU(k1, k2, k3, k4, k12; ξ)

è

U(k1, k2, k3, k4, k12; ξ) =

ξ∫

0

dχ√
ξχ

(
J5/2(k12ξ)Y5/2(k12χ) − Y5/2(k12ξ)J5/2(k12χ)

)

×
(
Q̃k1,k2,k12(ξ)R̃k3,k4,k12(χ) + Q̃k3,k4,k12(ξ)R̃k1,k2,k12(χ)

)
.
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Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà äàåò

U = U0 + UI ,

ãäå

U0 =
Q̃k3,k4,k12(ξ)

2πk5
12ξ

3

(
2k3

12ξ cos(K1ξ)(2K2k
2
12ξ

2 − 3(K2
1 − 4K2 + k2

12))−

−2K1k12 sin(K1ξ)(2k
4
12ξ

2 + 3k2
12 + 36K2 − 9K2

1)
)

+ {k1, k2 ↔ k3, k4}, (95)

UI =
Q̃k3,k4,k12(ξ)XK1,K2

2πk5
12ξ

3

([
(k2

12ξ
2 − 3) sin(k12ξ) + 3k12ξ cos(k12ξ)

]

× [Ci((K1 − k12)ξ) + Ci((K1 + k12)ξ)] +

+
[
(k2

12ξ
2 − 3) cos(k12ξ)− 3k12ξ sin(k12ξ)

]
×

× [Si((K1 − k12)ξ)− Si((K1 + k12)ξ)]) + {k1, k2 ↔ k3, k4} .

Îòìåòèì, ÷òî U0 ñîäåðæèò òîëüêî òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè è ñòåïåíè ξ.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðèðîâàíèå U0 ïî ξ ãðîìîçäêîå, íî ïðîñòîå
8. Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, UI âêëþ÷àåò èíòåãðàëüíûé êîñèíóñ è ñèíóñ (Ci è Si), òàê ÷òî åãî èíòå-

ãðèðîâàíèå íåòðèâèàëüíî. Ïîñëåäíåå èíòåãðèðîâàíèå ìû ïðîâîäèì, èñïîëüçóÿ

èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé Si è Ci è èçìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâà-

8Â òî÷êå ξ → 0 èñõîäíûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ. Òåì íå ìåíåå, íåêîòîðûå îòäåëüíûå ÷ëåíû

ìîãóò äàâàòü ðàñõîäèìîñòè (íàïðèìåð, U0 ñîäåðæèò cos(K1ξ)/ξ). ×òîáû ðåãóëÿðèçîâàòü ýòè

ðàñõîäèìîñòè, ìû èíòåãðèðóåì ïî ξ îò α > 0 è áåðåì ïðåäåë α→ 0 â êîíöå âû÷èñëåíèÿ.
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íèÿ, òî åñòü ìû ñíà÷àëà èíòåãðèðóåì ïî ξ, à ïîòîì ïî χ:

UI =
32

π

∞∫

0

dξUI(ξ)

=
32

π2

∞∫

0

cos(K1χ)dχ

χ

χ∫

0

dξ
Q̃k3,k4,k12(ξ)XK1,K2

k5
12ξ

3

×
([

(3− k2
12ξ

2) sin(k12ξ)− 3k12ξ cos(k12ξ)
]

cos(k12χ)

−
[
(3− k2

12ξ
2) cos(k12ξ) + 3k12ξ sin(k12ξ)

]
sin(k12χ)

)
+ {k1, k2 ↔ k3, k4}

= UI0 + UII .

Âíóòðåííåå èíòåãðèðîâàíèå ïî ξ òðóäîåìêîå, íî ñíîâà ïðîñòîå. Îíî äàåò äâà

âèäà âêëàäîâ: ïåðâûé íå ñîäåðæèò èíòåãðàëüíûõ ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ,

UI0 =
16XK1,K2

π2k4
12

∞∫

0

cos(K1χ)dχ

χ2

(
2P1(k2

12 − 3P2)χ cos(P1χ) +

+ P1(k2
12 + 12P2 − 3P 2

1 )χ cos(k12χ)

+ [3P 2
1 − 6P2 − k2

12(3− 2P2χ
2)] sin(P1χ)

)
+ {k1, k2 ↔ k3, k4} , (96)

à âòîðîé ñîäåðæèò Si è Ci â ïîäèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè,

UII =
8XK1,K2XP1,P2

π2k5
12

∞∫

0

cos(K1χ)dχ

χ

(
cos(k12χ)

[
Ci((P1 + k12)χ)− Ci((P1 − k12)χ)

− log

(
P1 + k12

P1 − k12

)]
+ sin(k12χ) [Si((P1 + k12)χ) + Si((P1 − k12)χ)]

)
+

+ {k1, k2 ↔ k3, k4} . (97)

Òåì íå ìåíåå, îáà ýòè èíòåãðàëà ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû àíàëèòè÷åñêè, ñîîòâåò-
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ñòâóþùèå ôîðìóëû èìåþò âèä

Si(a, b, c) = lim
ε→+0

∞∫

0

dxe−εx
sin(ax)Si(bx)

x
+ {b→ c}

=
1

4
[Θ(b− a)L∗2(b/a) + Θ(a− b)L2(b/a)− 2L2(−b/a) + L2(b/a)] + {b→ c} ,

Ci(a, b, c) = lim
ε→+0

∞∫

0

dxe−εx
cos(ax)[Ci(bx)− Ci(cx)− log(b/c)]

x

=
1

8

{
log

(
b2

c2

)
log

(
(ia)2

bc

)
+ L2

(
b2

a2

)
− L2

(
a2

b2

)
− L2

(
c2

a2

)
+ L2

(
a2

c2

)}
.

ãäå L2 � ôóíêöèÿ äèëîãàðèôì. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì

U =
1

8πk4
12

(
Zk1,k2Xk3,k4 log

[
(P 2

1 − k2
12)2

(K1 + P1)4

]
+ Zk3,k4Xk1,k2 log

[
(K2

1 − k2
12)2

(K1 + P1)4

]

+
k2

12

(K1 + P1)3
[G2 + k2

12G4 + k4
12G6]

)

+
1

8πk5
12

Xk1,k2Xk3,k4

[
Ci(K1 + k12, P1 + k12, P1 − k12) + Ci(K1 − k12, P1 + k12, P1 − k12)

+ Si(K1 + k12, P1 + k12, P1 − k12)− Si(K1 − k12, P1 + k12, P1 − k12) + {k1, k2 ↔ k3, k4}
]
.

Ïåðâûå äâå ñòðî÷êè âîçíèêàþò èç èíòåãðèðîâàíèÿ U0, ôîðìóëû (95), è èç (96),

à îñòàëüíîå � èç (97). Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

G2(k1, k2, k3, k4) = −12(K1 + P1)4(K2
1 − 4K2)(P 2

1 − 4P2) ,

G4(k1, k2, k3, k4) = 32K2P2(K2
1 +K1P1 + P 2

1 )

− 16P2(K1 + P1)(K3
1 + 2K2

1P1 − 3K1P
2
1 − 3P 3

1 )

− 16K2(K1 + P1)(P 3
1 + 2P 2

1K1 − 3P1K
2
1 − 3K3

1)

− 4(K1 + P1)2(3K4
1 − 2K2

1P
2
1 + 3P 4

1 ) ,

G6(k1, k2, k3, k4) = −32K2P2 − 16(K1 + P1) [K2(K1 + 2P1) + P2(P1 + 2K1)]

+ 4(K1 + P1)2(3K2
1 + 2K1P1 + 3P 2

1 ) .
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Ìû äîáàâëÿåì ÷àñòü èç (64), êîòîðàÿ îòâå÷àåò s-êàíàëüíîé äèàãðàììå íà ðèñ. 6

è äàåòñÿ âûðàæåíèåì (77), è ïîëó÷àåì ïîëíûé âêëàä s-êàíàëüíîé äèàãðàììû:

S(k1, k2, k3, k4, k12) =
h2

4∏
i=1

k3
i

π

32

[
Y(k1, k2, k12)Y(k3, k4, k12) + J (k1, k2, k12)J (k3, k4, k12)

+ U(k1, k2, k3, k4, k12)

]
. (98)

Âìåñòå ñ ïåðåêðåñòíûìè ÷ëåíàìè ýòî äàåò îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò

G4(k1,k2,k3,k4) =
h2

4∏
i=1

k3
i

T (k1, k2, k3, k4, k12, k14) = S(k1, k2, k3, k4, k12)

+S(k1, k3, k2, k4, k13) + S(k1, k4, k3, k2, k14). (99)

Èññëåäîâàíèå ýòîé ôîðìóëû ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 2.5.5.

3 Ïñåâäîêîíôîðìíàÿ ìîäåëü

3.1 Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå

Òåïåðü ïðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïñåâäîêîíôîðìíîé ìîäåëè. Íàïîìíèì, ìû ðàñ-

ñìàòðèâàåì ñëåäóþùåå äåéñòâèå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ:

S =

∫
d4x
√−g

[
1

2
|∂µφ|2 +

λ

4
|φ|4
]
, (100)

Íà÷íåì ñ ðåøåíèé êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîëÿ. Ýâîëþöèÿ îäíîðîäíîé Âñå-

ëåííîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì äëÿ ïîëÿ φ

φ̈+ 3Hφ̇ = λφ3 (101)

è óðàâíåíèåì Ôðèäìàíà

H2 =
8π

3M2
pl

(
1

2
|φ̇|2 − λ

4
|φ|4
)
. (102)
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Íà ðàííèõ âðåìåíàõ ìû ïðåíåáðåãàåì õàááëîâñêèì òðåíèåì â ïåðâîì óðàâíåíèè

è ïèøåì

φ̈ = λφ3 . (103)

Â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü ýíåðãèè âî Âñåëåííîé ïðåíåáðåæèìî ìàëà, E = φ̇2

2
−

λφ4

4
= 0, à îäíîðîäíîå ðåøåíèå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

φ =

√
2√

λ(t∗∗ − t)
. (104)

Ïîñêîëüêó ïðè ïîäñòàíîâêå φ âî âòîðîå óðàâíåíèå ìû ïîëó÷àåì íóëü (H2 ïðî-

ïîðöèîíàëåí ïëîòíîñòè ýíåðãèè âî Âñåëåííîé), ìû èñïîëüçóåì äðóãîå óðàâíå-

íèå äëÿ íàõîæäåíèÿ H. Ïàðàìåòð Õàááëà è ìàñøòàáíûé ôàêòîð ìû íàõîäèì

èç óðàâíåíèÿ
2ä

a
+

(
ȧ

a

)2

≈ 2Ḣ = − 8π

M2
pl

(
|φ̇|2
2

+
λ|φ|4

4
) . (105)

Íà ñàìîì äåëå ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíîå óðàâíåíèå Ôðèäìàíà,

íî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèé ïîðÿäîê ïî M−2
pl . Òåõíè÷åñêè óäîáíåå èñïîëüçîâàòü

óðàâíåíèå ñ äàâëåíèåì. Èòàê, ìû íàõîäèì ïàðàìåòð Õàááëà:

H = − 8π

3λM2
pl

1

(t∗∗ − t)3
. (106)

Ýòî ïîâåäåíèå îòâå÷àåò óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ

p

ρ
→∞ . (107)

Èç óðàâíåíèÿ (106) ìû íàõîäèì ìàñøòàáíûé ôàêòîð

a = a∗∗

(
1− 4π

3λM2
pl

1

(t∗∗ − t)2

)
. (108)

Òàêèì îáðàçîì, íà ðàííèõ âðåìåíàõ ìû ïîëó÷èëè ýêïèðîòè÷åñêèé ðåæèì ìåä-

ëåííîãî ñæàòèÿ. Íàøå ïðèáëèæåíèå ðàáîòàåò äî òåõ ïîð, ïîêà âòîðîé ÷ëåí

ìíîãî ìåíüøå ïåðâîãî, ò.å. (t∗∗ − t)2 � 4π
3λM2

pl
.

51



Òåïåðü ðàññìîòðèì ðåøåíèå íà ïîçäíèõ âðåìåíàõ. Ìû ðåøèì óðàâíåíèå

äâèæåíèÿ è óðàâíåíèå Ôðèäìàíà, ïðåíåáðåãàÿ ïîòåíöèàëîì, íî îñòàâëÿÿ õàáá-

ëîâñêîå òðåíèå:

φ̈+ 3Hφ̇ = 0 , (109)

H = − 2
√
π√

3Mpl

φ̇ . (110)

Ïîäñòàâëÿÿ H â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì:

φ̈ =

√
12π

Mpl

φ̇2 . (111)

Åãî ðåøåíèåì áóäåò

φ = − Mpl√
12π

ln(µ(t∗ − t)) . (112)

Ìû, äåéñòâèòåëüíî, âèäèì, ÷òî ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ìàëîñòè

λφ4 � φ̇2 è λφ3 � φ̈, ïîñêîëüêó φ � ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, à φ̇ è φ̈ �

ñòåïåííûå. Çäåñü µ � íåçàâèñèìûé ïàðàìåòð, êîòîðûé íå ìîæåò áûòü îïðåäå-

ëåí èç ñèñòåìû (109), (110). Çíàÿ ïîâåäåíèå φ, ìû íàõîäèì ñëåäóþùåå ðåøåíèå

äëÿ H:

H = − 1

3(t∗ − t)
. (113)

Ýòî ïîâåäåíèå îòâå÷àåò óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ

p = ρ . (114)

Èç (113) ìû îïðåäåëÿåì ìàñøòàáíûé ôàêòîð:

a = a′∗(t∗ − t)
1
3 = a∗(η∗ − η)

1
2 . (115)

Òåïåðü ìû äîëæíû ñøèòü äâà ðåæèìà, ÷òîáû îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðâûé (108) è âòîðîé (115) ðåæèìû ñøèâàþòñÿ â òî÷-

êå, ãäå ïîòåíöèàë òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è õàááëîâñêîå òðåíèå (ýòî âðåìÿ ìû

îáîçíà÷èì êàê tL):

λφ3 = 3Hφ̇ . (116)
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Â ýòî óðàâíåíèå ìû ïîäñòàâëÿåì ðåøåíèå äëÿ φ. Ïðè ýòîì ìû ìîæåì èñïîëü-

çîâàòü ëþáîå èç ðåøåíèé (φ íà ðàííèõ âðåìåíàõ, èëè íà ïîçäíèõ), ïîñêîëüêó è

ïîëå φ, è åãî ïðîèçâîäíàÿ φ̇ ñàìè äîëæíû áûòü ñøèòû â ýòîé òî÷êå. Óñëîâèÿ

ñøèâêè âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φ :

√
2√

λ(t∗∗ − tL)
= − Mpl√

12π
ln (µ(t∗ − tL)) , (117)

φ̇ :

√
2√

λ(t∗∗ − tL)2
=

1√
12π

Mpl

t∗ − tL
. (118)

Êðîìå òîãî, ìû, ðàçóìååòñÿ, áóäåì òðåáîâàòü ñøèâêè ðåøåíèé äëÿ H è a:

H :
1

3(t∗ − tL)
=

8π

3λM2
pl(t∗∗ − tL)3

, (119)

a : a∗∗ = a′∗(t∗ − tL)
1
3 . (120)

Ýòè óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò âûðàçèòü âñå ïàðàìåòðû ÷åðåç îäèí, íàïðèìåð

÷åðåç a∗.

a∗∗ =

(
a2
∗

Mpl

√
λ

) 1
3

, (121)

η∗ =

(
a∗∗
a∗

)2

, (122)

t∗∗ − tL =

√
4π√
λMpl

. (123)

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèé: ðåøèì ñèñòåìó (101),

(102) è èçó÷èì åå àñèìïòîòèêè. Ýòî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîé ïðîâåðêîé, ïîñêîëü-

êó ìû, íà ñàìîì äåëå, íå çíàåì, ñâÿçàíû ëè äâà íàéäåííûõ ðåøåíèÿ ìåæäó

ñîáîé. Äåéñòâèòåëüíî, ñèñòåìà (101), (102) íåëèíåéíà, à çíà÷èò, ìîæåò èìåòü

íåñêîëüêî ðåøåíèé. Ìîãëî áû ñëó÷èòüñÿ, ÷òî íàéäåííîå ðåøåíèå ïåðâîãî ðå-

æèìà íà ïîçäíèõ âðåìåíàõ ïåðåõîäèò â íåèçâåñòíîå äðóãîå ðåøåíèå.
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Ðèñ. 7: ×èñëåííîå ðåøåíèå. Ïóíêòèð � ýòî
√

2√
λ(t∗∗−t)

. Äëèííûé ïóíêòèð � ýòî

− Mpl√
12π
ln(µ(t∗ − t)). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ÷èñëåííûé ðåçóëüòàò.
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×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (101), (102) ïðèâåäåíî íà ðèñ. 7. Èçó÷àÿ äâå

åãî àñèìïòîòèêè, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî áûëè ïðàâû: ïåðâîå íàéäåííîå

ðåøåíèå
√

2√
λ(t∗∗−t)

ïåðåõîäèò âî âòîðîå − Mpl√
12π
ln(µ(t∗ − t)).

Òåïåðü íàì íàäî âûðàçèòü a∗ ÷åðåç ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû. Êàê óæå óïî-

ìèíàëîñü, ìû áóäåì ðàáîòàòü â ïðèáëèæåíèè ìãíîâåííîãî ðàçîãðåâà. Èñïîëü-

çóÿ óðàâíåíèå Ôðèäìàíà äëÿ ãîðÿ÷åé (ðàäèàöîííî-äîìèíèðîâàííîé) ñòàäèè, âî

âðåìÿ ðàçîãðåâà ïîëó÷èì

|Hc| =
T 2
reh

M∗
pl

. (124)

Çàïèøåì åùå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíòðîïèè â ñîïóòñòâóþùåì îáúåìå

ac
a0

=
T0

Treh

(
g∗0
g∗reh

) 1
3

. (125)

Èíäåêñ 0 çäåñü îòâå÷àåò ïðîèçâîëüíîìó ìîìåíòó íà ãîðÿ÷åé ñòàäèè (ðàäèàöèîííî-

äîìèíèðîâàííîé), à èíäåêñ c � ìîìåíòó îòñêîêà. g∗ � êîëè÷åñòâî ýôôåêòèâíûõ

ñòåïåíåé ñâîáîäû â ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò âðåìåíè. Ïåðåä îòñêîêîì ïàðà-

ìåòð Õàááëà ðàâåí

Hc = − 1

2a∗(η∗ − ηc)
3
2

. (126)

Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî |Hc| îäèíàêîâ äî è ïîñëå îòñêîêà, è ñðàçó ïîñëå îòñêîêà ðåà-

ëèçóåòñÿ ãîðÿ÷àÿ ñòàäèÿ. Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (124) è (126), ïîëó÷àåì (ac ìû

áåðåì èç óðàâíåíèÿ (115))

T 2
reh

M∗
pl

=
1

2a∗(η∗ − ηc)
3
2

=
1

2ac(η∗ − ηc)
(127)

è âûðàæàåì êîíôîðìíîå âðåìÿ

η∗ − ηc =
1

2ac

M∗
pl

T 2
reh

=
M∗

plg
1
3
∗reh

2a0T0Trehg
1
3
∗0

. (128)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ac â (125) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

a∗(η∗ − ηc)
1
2

a0

=
T0g

1
3
∗0

Trehg
1
3
∗reh

, (129)
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è, ïîäñòàâëÿÿ êîíôîðìíîå âðåìÿ, ïîëó÷àåì

a∗ = a0
T0

Treh

(
2a0T0Treh
Mpl

1.66g∗0√
g∗reh

) 1
2

. (130)

Êîýôôèöèåíò a∗∗, ïîñëå âûðàæåíèÿ ÷åðåç ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, âûãëÿäèò ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

a∗∗ =

(
2a3

0T
3
0

TrehM2
pl

√
λ

(
1.66g∗0√
g∗reh

)) 1
3

. (131)

Òåïåðü ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ ãðàâèòàöèîííûõ âîçìóùåíèé.

3.2 Ãðàâèòàöèîííûå âîçìóùåíèÿ

Òåíçîðíûå ìîäû, ê èçó÷åíèþ êîòîðûõ ìû ñåé÷àñ ïðèñòóïèì, óäîâëåòâîðÿþò

ñòàíäàðòíîìó óðàâíåíèþ, òàêîìó æå, êàê è ñâîáîäíîå ñêàëÿðíîå ïîëå. Ýòî óðàâ-

íåíèå èìååò âèä:

ϕ̈+ 3Hϕ̇+
k2

a2
ϕ = 0 , (132)

èëè, ïîñëå ïåðåõîäà ê êîíôîðìíîìó âðåìåíè:

ϕ′′ + 2
a′

a
ϕ′ + k2ϕ = 0 . (133)

Óïðîñòèì ýòî óðàâíåíèå, ñäåëàâ çàìåíó ϕ = χ
a
:

χ′′ − a′′

a
χ+

k2

a2
χ = 0 , (134)

ãäå ϕ =

√
M2

pl

32π
h, ó÷èòûâàÿ ðàçëè÷èå â íîðìèðîâêå ìåæäó êàíîíè÷åñêè íîðìè-

ðîâàííûì ñêàëÿðíûì ïîëåì è àìïëèòóäîé òåíçîðíûõ âîçìóùåíèé.

Ìû ñíîâà ðàññìàòðèâàåì äâà ðåæèìà: ðàííèå âðåìåíà, íà êîòîðûõ ìàñøòàá-

íûé ôàêòîð a ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííûé; è ïîçäíèå âðåìåíà, íà êîòîðûõ îí ìå-

íÿåòñÿ êàê a ∝ (t∗−t)
1
3 . Êàê ìû çíàåì, õàðàêòåð ýâîëþöèè ëþáîé ìîäû çàâèñèò

îò ìîìåíòà âðåìåíè, êîãäà îíà âûõîäèò çà ãîðèçîíò, à çíà÷èò, îò èìïóëüñà ìî-

äû.
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Ðàññìîòðèì âíà÷àëå âîçìóùåíèå ñ ìàëûì èìïóëüñîì, êîòîðîå ïåðåñåêàåò

ãîðèçîíò íà ðàííèõ âðåìåíàõ. Íàïîìíèì, ÷òî ìàñøòàáíûé ôàêòîð â ýòî âðåìÿ

ýâîëþöèîíèðóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a ≈ a∗∗

(
1− c

(η∗∗ − η)2

)
c =

4π

3λM2
pla

2
∗∗
. (135)

Ìàëîñòü èìïóëüñà îçíà÷àåò, ÷òî âî âðåìÿ âñåé ýâîëþöèè ïîä ãîðèçîíòîì è âî

âðåìÿ âûõîäà çà ãîðèçîíò ðåàëèçóåòñÿ èìåííî òàêîå ïîâåäåíèå ìàñøòàáíîãî

ôàêòîðà. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå ïåðåñå÷åíèÿ ãîðèçîíòà k
a
∼ H è óñëîâèå ïðèìåíè-

ìîñòè ïðèáëèæåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå íà èìïóëüñû:

k � 3√
2π

√
λMpla∗∗ =

3√
2π
M

2
3
plλ

1
3a

2
3∗ . (136)

Äëÿ òàêèõ èìïóëüñîâ óðàâíåíèå èìååò âèä

χ′′ +
6c

(η∗∗ − η)4
χ+ k2χ = 0 . (137)

Ýòî óðàâíåíèå íå ðåøàåòñÿ â ÿâíîì âèäå. Ïîýòîìó íàì ïðèäåòñÿ èñïîëüçîâàòü

òåîðèþ âîçìóùåíèé. Àñèìïòîòèêîé ïðè áîëüøèõ −η äîëæíà áûòü îáû÷íàÿ âîë-
íà χ(±) = e±ikη. Íà ïîçäíèõ âðåìåíàõ, ïîñëå âûõîäà çà ãîðèçîíò, íî äî âêëþ÷å-

íèÿ âòîðîãî ðåæèìà, àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ áóäåò ñëåäóþùåé:

ϕ = C1 +C2

t∫

tX

dt

a3
= C1 +

C2

a2
∗∗

(
η − 2c

η

)
, χ = ϕ · a = C1a∗∗(1−

c

η2
) +

C2

a∗∗
(η− 3c

η
) ,

(138)

ãäå tX � âðåìÿ ïåðåñå÷åíèÿ ãîðèçîíòà. Çàäà÷à òåïåðü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû

ñøèòü ýòè äâå àñèìïòîòèêè, ÷òîáû íàéòè χ(+) è χ(−) ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ ãîðè-

çîíòà.

Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèå (137) ìû áóäåì ðåøàòü ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, ðàçëàãàÿ

âîêðóã òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãîðèçîíòà. Â ïåðâîì ðåæèìå, à ìû èìåííî åãî ñåé÷àñ

ðàññìàòðèâàåì, èìååòñÿ óñëîâèå: c
η2
� 1, ïðè÷åì ìîìåíò ïåðåñå÷åíèÿ ãîðèçîíòà

ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó äâóõ ÷ëåíîâ â (137): k2 = 6c
η4
. Ïîëó÷àåì, ÷òî âáëèçè
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ýòîé òî÷êè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå k2η2 ∼ c
η2
� 1. Ìû íàõîäèì ðåøåíèå

â âèäå ðÿäà ïî äâóì ìàëûì ïàðàìåòðàì: c
η2
� 1 è k2η2 � 1. Îáùåå ðåøåíèå

èìååò âèä χ = C1χ(1) + C2χ(2), ãäå

χ(1) = 1− c

η2
− α1k

2η2 + α̃1
c2

η4
+ β1k

2η2 c

η2
ln(η) + γ1k

4η4 + ... ,

χ(2) = η − α2c

η
− β2k

2η3 + α̃2
c2

η3
+ β̃2k

2cη ln(η) + γ2k
4η5 . (139)

Òåïåðü ìû ïîäñòàâëÿåì ýòî ðàçëîæåíèå â (137) è ïîëó÷àåì â ïåðâîì ïîðÿäêå,

÷òî α1 = 1
2
, α2 = 3, β2 = 1

6
. Òåïåðü â ïðåäåëå c

η2
� k2η2 � 1 âèäíî, ÷òî

χ(1) → cos(kη), à χ(2) → sin(kη)
k

. À ïîñêîëüêó ìû çíàåì, ÷òî χ(+) ∼ eikη, ðåøåíèå

ìîæíî ïåðåïèñàòü ÷åðåç χ(1) è χ(2):

χ(+) = χ(1) + ikχ(2) . (140)

Òåïåðü, óñòðåìèâ k2η2 ê íóëþ è èñïîëüçóÿ k2η2 � c
η2
� 1, ìû äîëæíû ïîëó÷èòü

ðåøåíèå (138):

χ(+) = C1a∗∗χ(1) +
C2

a∗∗
χ(2) . (141)

Ïîýòîìó, C1 = 1
a∗∗
, C2 = ika∗∗, è îáùåå ðåøåíèå (äàæå ïîñëå ñìåíû êëàññè÷å-

ñêîãî ðåæèìà) áóäåò ñëåäóþùèì:

ϕ(+) =
1

a∗∗
+ ika∗∗

η∫

ηX

dη

a2(η)
. (142)

Ñäåëàåì ïðîâåðêó: ðåøèì óðàâíåíèå (137) â ïðåäåëå c
η2
� 1 ÿâíî.

χ = eikη(1 + f(η, k)) f � 1 . (143)

Ýòî âûðàæåíèåì ìû ïîäñòàâëÿåì â (137):

f ′′ + 2ikf ′ +
6c

η4
(1 + f) = 0 , (144)
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ïðè÷åì â ïåðâîì ïîðÿäêå ïðåíåáðåãàåì f :

u′ + 2iku+
6c

η4
= 0 , (145)

çäåñü u = f ′. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò ñëåäóþùèì:

f =

η∫

−∞

e−2ikη′

η′∫

−∞

− 6c

η′′4
e2ikη′′dη′′dη′ . (146)

Èçìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, áåðåì èíòåãðàë ÿâíî.

f =

η∫

−∞

− 6c

η′′4
e2ikη′′

η∫

η′′

e−2ikη′dη′dη′′ =

η∫

−∞

(
− 6c

η′4

)(
e−2ik(η−η′) − 1

)
dη′ , (147)

èíòåãðèðóÿ òðè ðàçà ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì îòâåò:

− c

η2
− 2ikc

η
+

η∫

−∞

c

η′
e−2ik(η−η′)(2ik)2dη′ . (148)

Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåäåëå kη � 1

χ = eikη
(

1− c

η2
− 2ikc

η
+ ...

)
= 1− c

η2
− 2ikc

η
+ ikη − ik c

η
+ ... . (149)

Ìû, äåéñòâèòåëüíî, ïîëó÷èëè òàêîé æå îòâåò, êàê è â (139). Ñøèâàÿ òåïåðü äâà

ðåøåíèÿ âìåñòå

χ = ϕ · a = 1− c

η2
+ ikη − 3

ikc

η
=

(
C1 +

C2

a2
∗∗
η − 2

C2

a2
∗∗

c

η

)(
1− c

η2

)
a∗∗ , (150)

ìû îïðåäåëÿåì â ïåðâîì ïîðÿäêå êîýôôèöèåíòû C1 = 1 è C2 = ik. Èòàê,

ϕ(+) =
1

a∗∗
+ ika∗∗

η∫

ηX

dη

a2(η)
, χ(+) = ϕ(+) · a(η) , (151)

÷òî ïîäòâåðæäàåò (142). Â ðåçóëüòàòå, ñ ó÷åòîì íîðìèðîâêè, ðåøåíèå áóäåò

ñëåäóþùèì:

ϕ(+) =
1

(2π)
3
2

√
2k


 1

a∗∗
+ ika∗∗

η∫

ηX

dη

a2(η)


 . (152)
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Â ïðåäåëå ìàëûõ η (òî åñòü óæå âî âòîðîì ðåæèìå) âûðàæåíèå äëÿ ïîëÿ

ñëåäóþùåå

ϕ(+) =
1

(2π)
3
2

√
2k


 1

a∗∗
+ ika∗∗




4

√
6c
k2

a2
∗∗
− t∗∗ − tL

a3
∗∗

+
2c

a∗∗(t∗∗ − tL)
− 2c

a2
∗∗

4

√
6c
k2

− 1

a2
∗

ln(
η∗ − η
η∗

)




 .

Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèÿ (121-123) (óñëîâèÿ ñøèâêè) è óñëîâèå ìàëîñòè èìïóëüñà

â ïåðâîì ðåæèìå (136), îñíîâíîé âêëàä äàåò ïåðâûé, êîíñòàíòíûé ÷ëåí:

ϕ(+) =
1

(2π)
3
2

√
2k

(
Mpl

√
λ

a2
∗

) 1
3

.

Ïîëó÷àåì, ÷òî ñïåêòð ìîùíîñòè ïðèáëèæåííî ðàâåí

Pϕ(k) ≈ 1

2ka2
∗∗

=
1

2k

(
Mpl

√
λ

a2
∗

) 2
3

, (153)

ãäå

〈ϕ(x, t)ϕ(x, t)〉 =

∫
d3k

(2π)3
Pϕ(k) , Pϕ =

k3Pϕ(k)

2π2
. (154)

Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ òåíçîðíûìè ìîäàìè, è ïîìåíÿåì

íîðìèðîâêó:

Ph = Pϕ
32π

M2
pl

=
16π

k

( √
λ

M2
pla

2
∗

) 2
3

. (155)

Âûðàçèì ñïåêòð ìîùíîñòè ÷åðåç ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû. Äëÿ ýòîãî ìû èñ-

ïîëüçóåì ïðèáëèæåíèå ìãíîâåííîãî ðàçîãðåâà (130). Ïîëó÷èì äëÿ ñïåêòðà ñëå-

äóþùåå âûðàæåíèå

Ph =
2

1
3 8πT

2
3
rehλ

1
3

M
2
3
pla

2
0T

2
0 k

(√
g∗reh

1.66g∗0

) 2
3

. (156)

Çàìåòèì, ÷òî Ph íå çàâèñèò îò âûáîðà ìîìåíòà âðåìåíè t0, êàê è äîëæíî áûòü,

ïîñêîëüêó âåëè÷èíà a0T0g
1
3
∗0 ñîõðàíÿåòñÿ.

Òåïåðü ïîñòàâèì îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû òåîðèè, èñõîäÿ ïîêà òîëüêî èç

ïåðâîãî ðåæèìà. Áóäåì èñïîëüçîâàòü óñëîâèå èç ïåðâè÷íîãî íóêëåîñèíòåçà:
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ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äîïîëíèòåëüíîå êîëè÷åñòâî ðåëÿòèâèñòñêèõ ñòåïåíåé ñâî-

áîäû � ýòî íà ñàìîì äåëå ãðàâèòîíû. Ìû èñïîëüçóåì èçâåñòíûå îãðàíè÷åíèÿ

íà ïëîòíîñòü ýíåðãèè ðåëÿòèâèñòñêîé ìàòåðèè, à òàêæå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè

÷åðåç ñïåêòð ìîùíîñòè [131, 132]:

ρΓ <
π2

30
T 4 , (157)

ρΓ =

∫
k2

a2
< ϕ2(k) > d3k =

∫
k2

a2
0

Pϕ(k)

(
aX
a0

)2(
g∗0
g∗X

) 1
3

d3k . (158)

Èíäåêñ çäåñü 0 îòâå÷àåò ìîìåíòó íóêëåîñèíòåçà, à èíäåêñ X � ìîìåíòó, êîãäà

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäà âõîäèò ïîä ãîðèçîíò. Ïåðåñå÷åíèå ãîðèçîíòà, êàê îáû÷-

íî, îçíà÷àåò ðàâåíñòâî H = k
a
(k � èìïóëüñ ìîäû). Âûðàçèì aX , èñïîëüçóÿ

H ∼ a−2 íà ðàäèàöèîííî-äîìèíèðîâàííîé ñòàäèè:

aX =
a2

0H0

k
. (159)

Ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ â 158 ñëåäóþùèå kmin = a0H0 è kmax = 3√
2π
a0T0·

·
(
Mplλ

Treh

) 1
3
(

2g∗01.66√
g∗reh

) 1
3
. Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå � ýòî ìàêñèìàëüíûé èìïóëüñ ìîäû

íà ïåðâîì ðåæèìå (èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà (130) â óñëîâèå (136)). Èñïîëüçóÿ

âûðàæåíèå H = T 2

M∗pl
, ïîëó÷àåì îãðàíè÷åíèå (ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëåííîãî ìíî-

æèòåëÿ ïîðÿäêà åäèíèöû):

λ <
g∗X

1
3

g
4
3
∗0

. (160)

Ïðàâàÿ ÷àñòü çäåñü ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû, òî åñòü ïàðàìåòð λ ìîæåò

ïðèíèìàòü ïî÷òè ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ â îáëàñòè λ < 1.

Äðóãîé ñïîñîá îãðàíè÷èòü ïàðàìåòðû ìîäåëè � èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû

ïðÿìîãî ïîèñêà ãðàâèòàöèîííûõ âîëí (ýêñïåðèìåíòû LIGO è VIRGO). Äëÿ

ýòîãî íàéäåì âåëè÷èíó ΩGW,log, âûðàæàþùóþ ëîãàðèôìè÷åñêèé âêëàä â ΩGW :

ΩGW =
∫

dk
k

ΩGW,log. Òàê êàê ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïàäàåò ïðîïîðöèîíàëüíî 1
a4
,

óìíîæèì âûðàæåíèå (157) íà
(

a0
atoday

)4

è ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

ρtoday =

∫
dk

k

H2
0k

2T 2
today

T 4
0 a

2
today

(
g∗today
g∗0

) 2
3
(
g∗0
g∗X

) 1
3

M
4
3
plT

2
3
rehλ

1
3

1

2
5
3

(√
g∗reh

1.66g∗0

) 2
3

. (161)
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Ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷àåì:

ρtoday =

∫
dk

k
k2
phys

T 2
todayT

2
3
rehλ

1
3

M
2
3
pl

g
2
3
∗todayg

1
3
∗reh

g
1
3
∗X

(1.66)
4
3

2
5
3

. (162)

Ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëåííûõ ìíîæèòåëåé

ΩGW,log = k2
phys

T 2
todayT

2
3
rehλ

1
3

ρcM
2
3
pl

. (163)

È äàæå åñëè ìû ïðåäïîëîæèì Treh
Mpl
∼ 1 è λ ∼ 1, ðåçóëüòàò áóäåò äàëåêî çà

ãðàíèöàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ âîçìîæíîñòåé

ΩGW,log ≈ 10−27 . (164)

Òåïåðü îáðàòèìñÿ êî âòîðîìó ðåæèìó. Óðàâíåíèå äëÿ âîçìóùåíèé âûãëÿäèò

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

χ′′ +
1

4

χ

(η∗ − η)2
+ k2χ = 0 . (165)

Åãî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ

C1

√
η∗ − ηJ0((η∗ − η)k) + C2

√
η∗ − ηN0((η∗ − η)k) . (166)

Ñîîòâåòñòâåííî, χ(+) � ðåøåíèå ñ ïîëîæèòåëüíî-÷àñòîòíîé àñèìïòîòèêîé, áóäåò

ðàâíî C
√
η∗ − ηH(1)

0 ((η∗ − η)k). Åãî àñèìïòîòèêà ïðè áîëüøèõ −η, êàê îáû÷íî,
äîëæíà èìåòü âèä

χ(+) → 1

(2π)
3
2

√
2k
eikη . (167)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî C = 1
4
√

2π
, à ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

χ(+) =
1

4
√

2π

√
η∗ − ηH(1)

0 ((η∗ − η)k) . (168)

Ïîñëå âûõîäà çà ãîðèçîíò ó ýòîé ìîäû áóäåò äâà ðåøåíèÿ: ïîñòîÿííîå è ëîãà-

ðèôìè÷åñêè ðàñòóùåå. Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü îò k òîæå âñåãî ëèøü ëîãàðèô-

ìè÷åñêàÿ. Ïðè η → η∗ ìû ðàñêëàäûâàåì ðåøåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì

ϕ(+) =
χ(+)

a
=
π + 2i ln(k(η∗−η)

2
) + 2iγ

4
√

2a∗π2
. (169)
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Íàéäåì òåïåðü âûðàæåíèå äëÿ ñïåêòðà ìîùíîñòè âî âòîðîì ðåæèìå áîëüøèõ

èìïóëüñîâ. Èç óðàâíåíèé (169) è (130) ìû ïîëó÷àåì:

Pϕ(k) =
π2 + 4(γ + ln(k(η∗−ηC)

2
))2

4πa2
∗

. (170)

Âñïîìèíàÿ òåíçîðíóþ íîðìèðîâêó, èìååì

Ph =
8(π2 + 4(γ + ln(k(η∗−ηC)

2
))2)

M2
plπa

2
∗

. (171)

Âûðàçèì ñïåêòð ÷åðåç ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû:

Ph = 4(π2 + 4(γ + ln(
k(η∗ − ηC)

2
))2)

Treh
Mpla3

0T
3
0

√
g∗reh

1.66g∗0
. (172)

Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ðåæèìó, ïîñòàâèì îãðàíè÷åíèå èç ïåðâè÷íîãî íóêëåîñèí-

òåçà. Â äàííîì ñëó÷àå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ áóäóò kmin = a0H0 è kmax =
Treha0T0
Mpl

1.66g
1
3
∗0g

1
6
∗reh. Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå îòâå÷àåò ïîñëåäíåé ìîäå, âûõîäÿùåé

êîãäà-ëèáî çà ãîðèçîíò (ñîïîñòàâëåíû óðàâíåíèÿ k
areh

= Hc è Hc =
T 2
reh

M∗pl
). Èñ-

ïîëüçóÿ (157) è (159), ìû ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ:

Treh < Mpl
g∗X

1
3

g
4
3
∗0g∗reh

, (173)

òàêèì îáðàçîì, ìû âíîâü ïîëó÷àåì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû ìîäåëè

ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò.

Èòàê, â ìîäåëè ïñåâäîêîíôîðìíîãî ýêïèðîçèñà ãåíåðèðóþòñÿ ãðàâèòàöèîí-

íûå âîëíû ñ ñèíèì ñïåêòðîì ìîùíîñòè. Ïðè ýòîì àìïëèòóäû ýòèõ ãðàâèòàöè-

îííûõ âîëí íàñòîëüêî ìàëû, ÷òî èõ ðàññìîòðåíèå íå ïðèâîäèò ê ñêîëüêî-íèáóäü

ñåðüåçíûì îãðàíè÷åíèÿì íà ïàðàìåðû ìîäåëè.
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4 Ìàññèâíàÿ ãðàâèòàöèÿ

4.1 Ìåòîä

4.1.1 Ïðîïàãàòîð Π(k) â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ.

Íàïîìíèì êðàòêî ñòàíäàðòíûé ïîäõîä êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ê ðàññìîòðåíèþ

ñåìåéñòâà ôèçè÷åñêèõ òåîðèé [133], è ïðèñïîñîáèì åãî ê èçó÷åíèþ ëèíåàðèçî-

âàííîé ãðàâèòàöèè, â ÷àñòíîñòè Ëîðåíö-íàðóøàþùåé.

Ôèçè÷åñêîå ñîäåðæàíèå òåîðèè ëó÷øå âñåãî âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ ïðîèç-

âîäÿùåé ôóíêöèè.

Z(J) =

∫
Dφ ei(S(φ)+

∫
Jφ) (174)

Â êâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæåíèè, êîãäà

S(φ) =

∫
ddk φ(−k)K(k)φ(k) (175)

è ∫
ddx Jφ =

∫
ddk J(k)φ(k), (176)

âåëè÷èíà Z(J) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ýêñïîíåíòîé,

Z(J) = exp

(
− i

4

∫
ddk J(−k)K−1(k)J(k)

)
, (177)

ñîäåðæàùåé îáðàùåííóþ êèíåòè÷åñêóþ ìàòðèöó K(k), òî åñòü ïðîïàãàòîð. Ýòî

êîíå÷íîìåðíàÿ ìàòðèöà â ïðîñòðàíñòâå ïîëåé φ(x): åñëè φa(x) íåñåò èíäåêñ a,

òî Kab(k) èìååò äâà èíäåêñà a, b. Â ñëó÷àå âåêòîðíûõ ïîëåé a áóäåò ëîðåíöåâûì

èíäåêñîì µ, à â ñëó÷àå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ a = (µν) áóäåò ïàðîé ñèììåòðè÷-

íûõ ëîðåíöåâûõ èíäåêñîâ, ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå a ïðèíèìàåò d(d+1)
2

ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèé, èëè (d−1)(d+2)
2

� â ñëó÷àå áåññëåäîâîãî ïîëÿ. Íàøà îñíîâíàÿ çàäà÷à �

èññëåäîâàòü âåëè÷èíó Π(k) = J(−k)K−1(k)J(k).

Íàèáîëåå èíòåðåñíûìè äëÿ íàñ áóäóò äâå õàðàêòåðèñòèêè Π.

(i) Ñèíãóëÿðíîñòü â Π(k) îçíà÷àåò íàëè÷èå ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ÷àñòèöû, à

ïîëîæåíèå ñèíãóëÿðíîñòè îïðåäåëÿåò åå äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå ω = ε(|~k|).
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(ii) Âåëè÷èíà V (|~k|) = Π(ω = 0, ~k) îïðåäåëÿåò ìãíîâåííîå âçàèìîäåéñòâèå

òèïà Íüþòîíà, Êóëîíà èëè Þêàâû.

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Z è åå êâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå exp(− i
4

∫
Π)

îïðåäåëåíû íà ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ M, è ìû áóäåì èçó÷àòü ñèíãóëÿðíî-

ñòè äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé è ïîòåíöèàëîâ V íà ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ

M. Â ðàìêàõ íàøåé çàäà÷è êîîðäèíàòàìè íàM, ïàðàìåòðèçóþùèìè êèíåòè-

÷åñêóþ ìàòðèöó K(k), ÿâëÿþòñÿ ìàññîâûå ÷ëåíû.

4.1.2 Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è èõ íåîäíîçíà÷íîñòü.

Íàõîæäåíèå äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé ïî ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé î ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèÿõK(k): ãðóáî ãîâîðÿ, ω = ε(|~k|) � óñëîâèå òîãî, ÷òî íåêîòîðîå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ(k) = 0. Îäíàêî, ýòî "î÷åâèäíîå"óòâåðæäåíèå òðåáóåò

áîëåå òî÷íîé ôîðìóëèðîâêè. Äåëî â òîì, ÷òî K íà ñàìîì äåëå êâàäðàòè÷íàÿ

ôîðìà, à íå îïåðàòîð. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíà âñåãäà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê

êàíîíè÷åñêîìó âèäó, ãäå îíà äèàãîíàëüíà, à íà äèàãîíàëè ñòîÿò òîëüêî ±1 è 0.

Òàêèì îáðàçîì èíòåðåñíûå íàì âåëè÷èíû, òèïà λ(k), ïðîïàäàþò. Òåì íå ìåíåå,

ýòî, ñòîëü æå "î÷åâèäíîå"âîçðàæåíèå òàêæå íåìíîãî îáìàí÷èâî, ïîñêîëüêó ìû

èíòåðåñóåìñÿ íå îòäåëüíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé, à öåëûì ñåìåéñòâîì, îïðåäå-

ëåííûì íà ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâM. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàáîð ±1 è 0 ìîæåò

ìåíÿòüñÿ, êîãäà ìû äâèæåìñÿ âäîëü M, áîëåå òîãî, ìîæåò ìåíÿòüñÿ ñòåïåíü

âûðîæäåíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû K(k). Êîíå÷íî, ñòåïåíü âûðîæäåíèÿ (êîëè-

÷åñòâî íóëåé íà äèàãîíàëè) � öåëîå ÷èñëî, è îíî ìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì, à ïîòîìó ýòî

íå î÷åíü óäîáíàÿ âåëè÷èíà. Æåëàíèå ñäåëàòü åå ãëàäêîé ïðèâîäèò íàñ îáðàòíî

ê ôóíêöèîíàëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ(k). Îäíàêî, ÷òîáû ââåñòè λ(k)

íàì ïîòðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà, íàïðèìåð, ìåòðèêà íà ïðîñòðàí-

ñòâå ïîëåé.

Äëÿ íàøèõ íóæä äîñòàòî÷íî ââåñòè "ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ"λ(k) ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: ðàññìîòðèì âìåñòî Π = J 1
K
J áîëåå îáùåå âûðàæåíèå

Π(λ|k) = J
1

K − λI J (178)
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Òîãäà (êàê ôóíêöèÿ λ) îíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ÷åðåç ñóììó ïî ïîëþñàì:

Π(λ|k) =
∑

a,b,c

αbca JbJc
λa − λ

. (179)

Çäåñü λa(k) � íàñòîÿùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, à íàøå èñõîäíîå âûðàæåíèå

Π(k) =
∑

a,b,c

αbca (k)Jb(−k)Jc(k)

λa(k)
(180)

Åäèíñòâåííîå, íàäî ïîìíèòü, ÷òî ýòî ðàçëîæåíèå çàâèñèò îò äîïîëíèòåëüíîé

ìàòðèöû (ìåòðèêè) I, âûáîð êîòîðîé ïðîèçâîëåí è ìîæåò äàæå çàâèñåòü îò

òî÷êè íà M. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàøà ìåòðèêà íà ïðîñòðàíñòâå ïîëåé íå

çàâèñèò îò òî÷êè íà ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ. Áîëåå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî ôè-

çè÷åñêèå ñâîéñòâà íå çàâèñÿò îò ýòîãî âûáîðà, à çàâèñÿò òîëüêî êîíêðåòíûå

âûðàæåíèÿ äëÿ λa(k). Çàìåòèì, ÷òî äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ � íóëè λa(k)

� íå çàâèñÿò îò I.

Èñïîëüçîâàíèå I òàêæå âàæíî ñ äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ. ×òîáû îïðåäåëèòü

ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ, íàäî ðàçäåëÿòü çàïàçäûâàþùóþ è îïåðåæàþùóþ ôóíê-

öèè Ãðèíà, ÷òî îáû÷íî äåëàåòñÿ äîáàâëåíèåì áåñêîíå÷íî ìàëîãî ìíèìîãî ÷ëåíà

ê êèíåòè÷åñêîé ìàòðèöå K (çíàìåíèòûå iε â ôåéíìàíîâñêîì ïðîïàãàòîðå). Îä-

íàêî, â ñëó÷àå êèíåòè÷åñêîé ìàòðèöû ýòî íå ïðîñòî iε, à ñêîðåå iεIF ñ íåêîòîðîé

îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé IF . Åñëè ìû îòîæäåñòâèì íàøó I ñ IF , òî äèñïåðñèîí-

íûå ñîîòíîøåíèÿ áóäóò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

λa(k) = iε (181)

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî λa(k) íà ñàìîì äåëå ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò −λa(k). Ýòî òåñíî

ñâÿçàíî ñ êîíöåïöèåé äóõîâ.

Âåðîÿòíî, íàèáîëåå åñòåñòâåííûå âûáîðû ìàòðèöû I � ýòî èëè ïðîñòî åäè-

íè÷íàÿ ìàòðèöà, èëè "ëîðåíöåâà åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà òî åñòü ñ -1, îòâå÷àþùèìè

0-êîìïîíåíòàì. Ôèçè÷åñêè îáîñíîâàííûé âûáîð � åäèíè÷íàÿ (åâêëèäîâà) ìàò-

ðèöà, îäíàêî òåõíè÷åñêè ÷àñòî óäîáíåå ðàáîòàòü ñ ëîðåíöåâîé åäèíè÷íîé ìàòðè-

öåé, îñîáåííî, â òåîðèÿõ ñ íåíàðóøåííîé ëîðåíöåâîé ñèììåòðèåé. Ïîñêîëüêó â
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ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ ðàçëè÷àåòñÿ òîëüêî äóõîâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, îáû÷íî áåçîïàñ-

íî (è òåõíè÷åñêè ïðîùå â ñëó÷àå Ëîðåíö-èíâàðèàíòíûõ òåîðèé) èñïîëüçîâàòü

ëîðåíöåâó ìàòðèöó.

4.1.3 Ñïåêòð è ôàçîâàÿ äèàãðàììà.

Âàæíàÿ èíôîðìàöèÿ î òåîðèè ñîäåðæèòñÿ â åå ñïåêòðå: ïîëîæåíèÿõ ïîëþñîâ â

Π(λ|k) íà êîìïëåêñíîé λ-ïëîñêîñòè. Ýòè ïîëîæåíèÿ îïðåäåëÿþò äèñïåðñèîííûå

ñîîòíîøåíèÿ λa(ω,~k) = 0 ìåæäó ÷àñòîòîé ω è âîëíîâûì âåêòîðîì ~k ýëåìåíòàð-

íîãî âîçáóæäåíèÿ (êâàçè÷àñòèöû) è çàâèñèìîñòü ýòèõ ñîîòíîøåíèé îò òî÷êè â

ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâM.

Êàê èçâåñòíî, â îáùåé Ëîðåíö-íàðóøàþùåé òåîðèè äèñïåðñèîííûå ñîîòíî-

øåíèÿ ìîãóò áûòü äîâîëüíî ñëîæíûìè, îíè ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ïîëèíîìèàëüíî-

ãî óðàâíåíèÿ è ÷àñòî íå èìåþò íèêàêîãî ïðîñòîãî àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ.

Èíîãäà èõ óäîáíåå ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ãðàôèêîâ λa(ω) èëè λa(~k), îäíàêî, â

ñëó÷àå ìíîãèõ ïàðàìåòðîâ èçîáðàçèòü ìû ìîæåì òîëüêî êîíêðåòíûå 2d èëè 3d

ñå÷åíèÿ, ÷òî, êîíå÷íî, íå äàåò ïîëíîé âèçóàëèçàöèè.

Â îñíîâíîì ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ êà÷åñòâåííûìè ÷åðòàìè ñïåêòðà è èõ

èçìåíåíèÿìè ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ê äðóãîé.

Ñîîòâåòñòâóþùåå äåëåíèå ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ íà äîìåíû ñ êà÷åñòâåííî

ðàçëè÷íûìè ñïåêòðàìè (è äðóãèìè ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè, âðîäå ñòðóêòóð-

íûõ ôóíêöèé αbca (k)) íàçûâàåòñÿ ôàçîâîé äèàãðàììîé òåîðèè (èëè, ëó÷øå, ñå-

ìåéñòâà òåîðèé).

4.1.4 Äóõè, òàõèîíû, ñâåðõñâåòîâûå ÷àñòèöû è DVZ ñêà÷êè

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì êà÷åñòâåííîé ÷åðòû ñïåêòðà ìîæåò ñëóæèòü íàëè÷èå

èëè îòñóòñòâèå ýêçîòè÷åñêèõ (ñ òî÷êè çðåíèÿ Ëîðåíö-èíâàðèàíòíîé òåîðèè ïî-

ëÿ) âîçáóæäåíèé, âðîäå äóõîâ èëè ñâåðõñâåòîâûõ ÷àñòèö.

Äóõ îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîé ÷àñòèöû çíàêîì ïåðåä ω2 â λa(k). Íàïðèìåð,
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äëÿ ñêàëÿðíîé ÷àñòèöû,

∂λa(k)

∂ω2

∣∣∣∣
λa(k)=0

< 0 îáû÷íàÿ ÷àñòèöà

> 0 äóõ
(182)

×òîáû îïðåäåëèòü ýòîò çíàê, ìû äîëæíû ñðàâíèòü åãî ñî çíàêîì ïåðåä iε â

(181). Ïðîáëåìû, íà ñàìîì äåëå, îæèäàþòñÿ, êîãäà ïðèñóòñòâóþò âîçáóæäåíèÿ

ñ îáðàòíûìè çíàêàìè, êîãäà ñóùåñòâóþò è äóõè, è íîðìàëüíûå ÷àñòèöû, è îíè

âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé. Óñëîâèå

∂λa(k)

∂ω2

∣∣∣∣
λa(k)=0

= 0 (183)

îïðåäåëÿåò ãðàíèöû, íà êîòîðûõ ìîæåò ìåíÿòüñÿ äóõîâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ òåî-

ðèè.

Ïîõîæåå óñëîâèå

∂λa(ω = 0, ~k)

∂~k2

∣∣∣∣∣
λa(k)=0

= 0 (184)

îïðåäåëÿåò ìåñòà DVZ ñêà÷êîâ, î êîòîðûõ ïîéäåò ðå÷ü íèæå. Â Ëîðåíö-èíâàðèàíòíîé

òåîðèè, ãäå λa çàâèñèò îò k2 = −ω2 + ~k2, äâà óñëîâèÿ (182) è (184) î÷åâèäíî

ñâÿçàíû. Ïîýòîìó ïðè ïîïûòêå èçáåæàòü äóõîâ ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü DVZ

ñêà÷îê � ýòî êàê ðàç è ïðîèñõîäèò â ìîäåëè Ïàóëè-Ôèðöà � ïðîñòåéøåé âåðñèè

ëèíåàðèçîâàííîé ìàññèâíîé ãðàâèòàöèè. Ïîñëå íàðóøåíèÿ Ëîðåíö-ñèììåòðèè

ñâÿçü ìåæäó (182) è (184) ïðîïàäàåò.

Ñëåäóþùàÿ ïàòîëîãèÿ, êîòîðóþ ìû áóäåì îáñóæäàòü � ýòî òàõèîí. Îòëè÷èå

ìåæäó íîðìàëüíûìè ÷àñòèöàìè è òàõèîíàìè â ñëåäóþùåì

åñëè λa(ω,~k = 0) = 0 èìååò äåéñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ ÷àñòîòû ω,

òîãäà ýòî îáû÷íàÿ ÷àñòèöà,

åñëè λa(ω = 0, ~k) = 0 èìååò äåéñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ âîëíîâîãî âåêòîðà ~k,

òîãäà ýòî òàõèîí.

(185)
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Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê èçó÷åíèþ ñâåðõñâåòîâûõ ÷àñòèö. Ðàñïðîñòðàíåíèå áûñò-

ðåå ñêîðîñòè ñâåòà [134, 135, 136, 137, 138] îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ

~va =
∂λa(k)/∂~k

∂λa(k)/∂ω

∣∣∣∣∣
λa(k)=0

(186)

êàê îáû÷íî:

~v2
a

< 1 îáû÷íàÿ ÷àñòèöà

= 1 ñâåòîïîäîáíàÿ ÷àñòèöà

> 1 ñâåðõñâåòîâàÿ ÷àñòèöà

(187)

Íà ñàìîì äåëå, èìååò ñìûñë ðàçëè÷àòü ìåæäó ñîáîé ðàçíûå ñâåðõñâåòîâûå ÷à-

ñòèöû. Äëÿ ýòîãî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó

V 2
a =

∂λa(k)/∂~k2

∂λa(k)/∂ω2

∣∣∣∣∣
λa(k)=0

(188)

Äëÿ îáû÷íîé ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû ñ λ = −ω2 + ~k2 + m2, ýòà âåëè÷èíà

V 2 = 1 íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ (è äàæå çíàêà) êâàäðàòà ìàññû m2. Ïîýòî-

ìó îáû÷íûå òàõèîíû ñ îòðèöàòåëüíûì m2 è ~v2 > 1, â ýòîì ñìûñëå ÿâëÿþòñÿ

"ìÿãêèìè"ñâåðõñâåòîâûìè ÷àñòèöàìè. Îäíàêî, â Ëîðåíö-íàðóøàþùèõ òåîðè-

ÿõ ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ ãîðàçäî áîëåå íåïðèÿòíûå, "æåñòêèå"òàõèîíû, ó êîòîðûõ

V 2 > 1.

×òî êàñàåòñÿ DVZ ñêà÷êîâ, òî îíè ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè

îäèí èç ñêàëÿðîâ ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íî ìàññèâíûì. Òîãäà áåçìàññîâûé ïðåäåë

ñòàíîâèòñÿ íåîïðåäåëåííûì: ýòîò ñêàëÿð ìîæåò îñòàâàòüñÿ áåñêîíå÷íî ìàññèâ-

íûì, ïðèîáðåòàòü êîíå÷íóþ ìàññó èëè ñòàíîâèòüñÿ áåçìàññîâûì, â çàâèñèìî-

ñòè îò êîíêðåòíîãî ñïîñîáà âçÿòèÿ ïðåäåëà. Âêëàä òàêîãî ñêàëÿðà â ïîòåíöèàë

ìãíîâåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òîæå íåîäíîçíà÷íûé è çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ,

ïî êîòîðîìó ìû ñòðåìèìñÿ ê áåçìàññîâîìó ïðåäåëó. Ìû èíòåðåñóåìñÿ ôèçè÷å-

ñêè îñìûñëåííûìè âåëè÷èíàìè, ïîýòîìó ýòà ñèíãóëÿðíàÿ òî÷êà â M äîëæíà

áûòü âûêîëîòà è ðåãóëÿðèçîâàíà. Äëÿ äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ îáùåãî âè-

äà ðîëü ìàññû â ýòîì ðàññóæäåíèè èãðàåò êîðåíü ~k2
0 óðàâíåíèÿ λa(ω = 0, ~k2

0) = 0
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(êîãäà êîðåíü îòðèöàòåëüíûé ~k2
0 < 0 ïîÿâëÿåòñÿ ìàññîâàÿ ùåëü). DVZ ñêà÷îê

ïîÿâëÿåòñÿ, êîãäà ~k2
0 → −∞, à ýòî åñòü òðåáîâàíèå òîãî, ÷òî λa(ω = 0, ~k2) èìååò

àñèìïòîòó, óäîâëåòâîðÿþùóþ (184). Ïîýòîìó (184) � íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùå-

ñòâîâàíèÿ DVZ ñêà÷êà. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî âûðàæåíèå (184) áîëåå æåñòêîå,

÷åì (182), ïîñêîëüêó íàëîæåíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ω = 0: ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

îíî îïðåäåëÿåò ïîäïðîñòðàíñòâî êî-ðàçìåðíîñòè îäèí â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåò-

ðîâ M, â òî âðåìÿ êàê (182) ìîæåò óäîâëåòâîðÿòüñÿ äëÿ îïðåäåëåííûõ ω è ~k

â äîìåíàõ êî-ðàçìåðíîñòè íîëü â ïðîñòðàíñòâå M. DVZ ðàñõîäèìîñòü � ýòî,

ôàêòè÷åñêè, íåêîììóòàòèâíîñòü ïðåäåëîâ, òî åñòü ðàçëè÷èå ìåæäó äâóìÿ íà-

èâíûìè îïðåäåëåíèÿìè ñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (ìãíîâåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

òèïà Êóëîíà èëè Þêàâû) â çàäàííîé òî÷êå M0 íà ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ.

Òàêîå ðàçëè÷èå ìîæåò ïîÿâëÿòüñÿ, åñëè êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû ìåíÿåòñÿ

â ýòîé òî÷êå M0, òî åñòü, êîãäà äâå âåòâè äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé ñëèâà-

þòñÿ èëè ïåðåñåêàþòñÿ. Ýòî ïðîèñõîäèò, åñëè äâà êîðíÿ λa(ω = 0, ~k) ñîâïàäàþò,

òî åñòü, êîãäà èìååò ìåñòî (184).

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λa(k) ÿâëÿþòñÿ

êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà

CI(λ) = discriminantφ

(
S(φ)− λ(φIφ)

)
= det(K − Iλ) =

deg C∏

a

(λ− λa), (189)

ïîñêîëüêó äèñêðèìèíàíò êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíàíòîì ñîîò-

âåòñòâóþùåé ìàòðèöû. Óñëîâèÿ ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè λa(k) = 0 ÿâëÿþòñÿ íó-

ëÿìè ñàìîãî discriminantφ

(
S(φ)

)
= detK è, êàê ìû ãîâîðèëè, íå çàâèñÿò îò

âûáîðà I.

4.2 Ïðèìåð: Ëîðåíö-íàðóøàþùàÿ ìàññèâíàÿ ãðàâèòàöèÿ

4.2.1 Îáùàÿ ñòðóêòóðà, ïðèìåðû

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â Ëîðåíö-íàðóøàþùåé ìàññèâíîé

ãðàâèòàöèè (9).
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Ñîáñòâåííûå âåêòîðà êèíåòè÷åñêîé ìàòðèöû åñòåñòâåííî ðàçäåëÿþòñÿ íà

òðè ãðóïïû: áåññëåäîâûå òåíçîðû, âåêòîðû è ñêàëÿðû. À èìåííî, d(d+1)
2

êîìïî-

íåíò ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà hµν ãðóïïèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d(d+ 1)

2
=

(d− 2)(d+ 1)

2︸ ︷︷ ︸
massive spin 2

+ (d− 1)︸ ︷︷ ︸
space−time transverse

+ 1︸︷︷︸
secondary

︸ ︷︷ ︸
Stueckelberg vector

+ 1︸︷︷︸
space−time trace

=

=





d(d− 3)

2︸ ︷︷ ︸
spatial−transverse tensor

+ (d− 2)︸ ︷︷ ︸
longitudinal tensor
=trasverse vector

+ 1︸︷︷︸
spatial trace





+ (190)

+





d− 2︸ ︷︷ ︸
spatial−transverse
Stueckelberg vector

+ 1︸︷︷︸
longitudinal

Stueckelberg scalar

+ 1︸︷︷︸
secondary

Stueckelberg scalar





+ 1

ãäå ïåðâàÿ ñòðî÷êà � SO(d − 1) êëàññèôèêàöèÿ â ñèñòåìå ïîêîÿ (ãäå ~k = 0), à

âòîðàÿ è òðåòüÿ � êëàññèôèêàöèÿ â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà (SO(d− 2) â

ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíîé ~k). Ñîîòâåòñòâåííî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì

C(λ) â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå ðàçëàãàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

C(λ) = (λ−λgr)
d(d−3)

2 P2(λ)d−2Q4(λ) = (λ−λgr)
d(d−3)

2 (λ−λ+
vec)

d−2(λ−λ−vec)d−2

4∏

a=1

(λ−λasc)

(191)

ãäå P2 è Q4 � ïîëèíîìû âòîðîé è ÷åòâåðòîé ñòåïåíåé ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì

âñå èõ êîýôôèöèåíòû, à òàêæå λgr, ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè ôóíêöèÿìè ω è
~k. Òî, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà C ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè ôóíêöèÿìè ω

è ~k, îçíà÷àåò, ÷òî

λgr � áèëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ω è ~k,

λ±vec = p2 ±√p4, ãäå p2 è p4 � ïîëèíîìû âòîðîé è ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ïî ω è
~k ñîîòâåòñòâåííî,

λ1,2,3,4
sc � êîðíè ïîëèíîìà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè.
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Íàèáîëåå èíòåðåñíûì áóäåò ñêàëÿðíûé ñåêòîð, â êîòîðîì áóäóò íàáëþäàòü-

ñÿ ñëîæíûå ïåðåïëåòåíèÿ ÷åòûðåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ñòðóêòóðà ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé ïðîùå âñåãî âûãëÿäèò ïðè m4 = 0 è ~k = 0:

λsT = −ω2 +m2
2,

λS = m2
1,

λsS = −m2
0,

λstT = (d− 2)ω2 +m2
2 − (d− 1)m2

3

(ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 8a.)

Âêëþ÷åíèå m4 è ~k âåäåò ê áèôóðêàöèè: ãðàôèê 8a ïðåâðàùàåòñÿ â 8b. Âàæ-

íî, ÷òî ãîðèçîíòàëüíûå àñèìïòîòû ïðè ýòîì îñòàþòñÿ íà ñâîèõ ìåñòàõ: ïðè

λ = −m2
0 è λ = m2

1.

Áèôóðêàöèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â ôèçè÷åñêîì ñïåêòðå, åñëè îäíà èç ýòèõ àñèìïòîò

ñîâïàäàåò ñ îñüþ àáñöèññ, ãäå λ = 0. Ýòî, î÷åâèäíî, ïðîèñõîäèò ïðè m0 = 0 èëè

m1 = 0. Ïîäðîáíåå ìû ýòî îáñóäèì â ïðèëîæåíèè.

Îáñóäèì òàêæå äðóãîé òèï ãðàôèêîâ, êîòîðûå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â

äàëüíåéøåì. Ñ öåëüþ èññëåäîâàíèÿ DVZ ñêà÷êîâ â ïîòåíöèàëå ìãíîâåííîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ ïîñìîòðèì íà ðèñóíîê 9, ãäå ÷åòûðå ñêàëÿðíûõ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèÿ λ ïðåäñòàâëåíû êàê ôóíêöèè ~k2 ïðè íóëåâîé ω2. Ëþáîå ïåðåñå÷åíèå

îñè àáñöèññ íà ýòîì ãðàôèêå îòâå÷àåò íàëè÷èþ òàõèîíà â ñïåêòðå. DVZ ñêà÷îê

ïîÿâëÿåòñÿ, åñëè êàêàÿ-ëèáî àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ

îñüþ àáñöèññ.

Â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ ãåîìåòðè÷åñêèå ðèñóíêè ÿâëÿþòñÿ âèçóàëüíî óäîáíûì

èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ òåîðèè. Íèæå ìû ïðèâåäåì ãðàôèêè äëÿ ðàçëè÷-

íûõ ñëó÷àåâ è ïàðàìåòðîâ, ïîêà ïåðåéäåì ê ÿâíûì àëãåáðàè÷åñêèì ðåçóëüòà-

òàì.

4.2.2 ßâíûå ôîðìóëû

Èòàê, ìû áóäåì àíàëèçèðîâàòü òåîðèþ, èñïîëüçóÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ìû

áóäåì èñïîëüçîâàòü åâêëèäîâû íîðìàëüíûå ìîäû è åâêëèäîâû ñîáñòâåííûå
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Ðèñ. 8: Ëåâûé ãðàôèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êàê ôóíêöèè −ω2 â ñèñòåìå ïî-

êîÿ ñ m4 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà êðèâûõ ìàêñèìàëüíî âûðîæäåíà, à âñå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ëèíèÿìè. Ïîëîæåíèÿ äâóõ ãîðèçîíòàëüíûõ ëèíèé îïðåäåëÿþò-

ñÿ çíà÷åíèÿìè m2
0 è m2

1, à ïîëîæåíèÿ ÷åòûðåõ ïåðåñå÷åíèé çàâèñÿò òàêæå îò m2
2 è m2

3. Íà

ïðàâîì ãðàôèêå âûðîæäåíèå ÷àñòè÷íî ñíÿòî âûáîðîì íåíóëåâîãî m4 (âñå åùå â ñèñòåìå ïî-

êîÿ). Íà íèæíåì ãðàôèêå ïîêàçàíî òèïè÷íîå âîçìóùåíèå ïðåäûäóùèõ ãðàôèêîâ, êîãäà è m2
4,

è èìïóëüñ íåíóëåâûå, è íà âñåõ ïåðåñå÷åíèÿõ ñíèìàåòñÿ âûðîæäåíèå. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ:

m2
0 = −9, m2

1 = −1, m2
2 = 9, m2

3 = 4.
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Ðèñ. 9: Êðèâûå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðè ω2 = 0 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìãíîâåííîìó ïîòåí-

öèàëó). Ïåðâûå äâà ãðàôèêà (a è b) îòâå÷àþò îáùåìó ñëó÷àþ Ëîðåíö-íàðóøåíèÿ (çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðîâ: m2
0 = −9, m2

1 = −1, m2
2 = 9, m2

3 = 4, m2
4 = −2; è m2

0 = 8, m2
1 = m2

2 = 6,

m2
3 = m2

4 = −2). Òðåòèé ãðàôèê (c) ïðåäñòàâëÿåò Ëîðåíö-èíâàðèàíòíûé ñëó÷àé, êîãäà àñèìï-

òîòèêà ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ñîâïàäàåò ñ îñüþ àáñöèññ. Ýòî îòâå÷àåò DVZ ñêà÷êó, à òàêæå

òåîðèè Ïàóëè-Ôèðöà (A = B = 3). Ãðàôèê d (m2
0 = −9, m2

1 = −3, m2
2 = 9, m2

3 = 4, m2
4 = 2.4)

ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå (184) ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî äðóãèì ïóòåì: êðèâàÿ ñîáñòâåííîãî

çíà÷åíèÿ ìîæåò êàñàòüñÿ îñè àáñöèññ.
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çíà÷åíèÿ, ïîñêîëüêó èç-çà íàðóøåííîé Ëîðåíö-èíâàðèàíòíîñòè ëîðåíöåâû íîð-

ìàëüíûå ìîäû íå óïðîùàþò àíàëèç.

Îäíî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îòâå÷àåò ïðîïàãàòîðó ãðàâèòîíà:

Dgr = −λgr = −ω2 + ~k2 +m2
2 = k2 +m2

2, (192)

Åìó îòâå÷àåò d(d−3)
2

òåíçîðíûõ ìîä.

Øòóêåëüáåðãîâñêèé è ïîïåðå÷íûé âåêòîðà èìåþò 2 × (d − 2) ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé

λ±vec = p2 ±
√
p4 = (193)

=
1

2

(
ω2 + ~k2 +m2

1 −m2
2 ±

√
(ω2 + ~k2)2 + 2(−ω2 + ~k2)(m2

1 +m2
2) + (m2

1 +m2
2)2

)
,

îíè ñîáèðàþòñÿ â ïîëèíîì

Dvec = −λ+
vecλ

−
vec = p4 − p2

2 = −m2
1ω

2 +m2
2
~k2 +m2

1m
2
2 (194)

è îïèñûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì

P2(λ) = λ2 − 2p2λ−Dvec (195)

Îñòàâøèåñÿ ÷åòûðå ñêàëÿðà ñîáèðàþòñÿ â ñëîæíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëè-
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íîì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè:

Q4(λ) = λ4 + λ3
(

(d− 3)(ω2 − ~k2 −m2
3)−m2

0 −m2
1 + 2m2

2 − 2m2
3

)
+

+λ2
{
− (d− 2)(ω2 + ~k2)2 + ω2

(
2m2

3 + (d− 3)(−m2
0 −m2

1 +m2
2 +m2

3)
)

+

+~k2
(
− 2m2

4 + (d− 3)(m2
0 +m2

1 −m2
2 +m2

3 − 2m2
4)
)

+

+
(

(m2
0m

2
1 +m4

2 − 2m2
0m

2
2 − 2m2

1m
2
2) + (d− 1)(−m4

4 −m2
2m

2
3 +m2

1m
2
3 +m2

3m
2
0)
)}

+λ
{

(d− 2)
(
ω4(m2

0 +m2
1) + 2ω2~k2(m2

0 −m2
2 +m2

3 +m2
4) + ~k4(m2

1 −m2
2 +m2

3)
)

+

+ω2
(

(d− 1)(m4
4 − (m2

0 +m2
1)m2

3) + (d− 3)(−m2
1m

2
2 +m2

0m
2
1 −m2

0m
2
2)
)

+

+~k2
(

2(d− 2)(m2
1m

2
4 −m2

2m
2
4) + (d− 3)(m2

0m
2
2 +m2

1m
2
2 −m2

0m
2
1 −m2

1m
2
3 −m2

3m
2
0 +m4

4)
)

+

+
(

2m2
0m

2
1m

2
2 −m2

0m
4
2 −m2

1m
4
2 + (d− 1)(m2

0m
2
2m

2
3 +m4

4m
2
1 −m2

2m
4
4 −m2

0m
2
1m

2
3 +m2

1m
2
2m

2
3)
)}

+

+
{

(d− 2)
(
− ω4m2

0m
2
1 + 2ω2~k2(m4

4 −m2
3m

2
0 +m2

0m
2
2 −m2

1m
2
4) + ~k4(m2

1m
2
2 −m2

1m
2
3)
)

+

+ω2
(

(d− 1)(m2
0m

2
1m

2
3 −m4

4m
2
1) + (d− 3)m2

0m
2
1m

2
2

)
+

+~k2
(

2(d− 2)m2
1m

2
2m

2
4 + (d− 3)(−m2

0m
2
1m

2
2 +m2

0m
2
1m

2
3 −m4

4m
2
1)
)

+

+
(
m4

2m
2
0m

2
1 + (d− 1)(m2

2m
4
4m

2
1 −m2

2m
2
3m

2
0m

2
1)
)}

(196)

ïðè÷åì Q4(0) = −D. Ýòà âåëè÷èíà îäèíàêîâàÿ è äëÿ ëîðåíöåâûõ, è äëÿ åâ-

êëèäîâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïîñêîëüêó ïðèõîäèò èç äåòåðìèíàíòà êèíåòè-

÷åñêîãî îïåðàòîðà â ñêàëÿðíîì ñåêòîðå (àíàëîãè÷íî áóäóò èíâàðèàíòíû Dgr è

Dvec).

Â ñèñòåìå ïîêîÿ, ãäå ~k = 0, ôîðìóëû óïðîùàþòñÿ:

λgr = ω2 −m2
2, λ

+
vec = ω2 −m2

2λ
−
vec = m2

1 (197)

è

Q4(λ) = (λ−m2
1)
(
λ− (ω2 −m2

2)
)
·

·
{
λ2 − λ

(
m2

0 −m2
2 + (d− 1)m2

3 − (d− 2)ω2
)
− (d− 2)ω2m2

0 −m2
0m

2
2 − (d− 1)m4

4 + (d− 1)m2
0m

2
3

}

(198)

Òàêèì îáðàçîì, â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà èç (d+1)(d−2)
2

ìîä â ñèñòåìå

ïîêîÿ ñ λ = ω2 −m2
2,

d(d−3)
2

îñòàþòñÿ ìîäàìè ãðàâèòîíà, à d − 2 ìîäû âìåñòå ñ
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d− 2 øòóêåëüáåðãîâñêèìè ìîäàìè (ó íèõ λ = m2
1) ïðåâðàùàþòñÿ â Dvec, à îäíà

ìîäà ñ λ = ω2 −m2
2, îäíà ìîäà ñ λ = m2

1 è äâà ñëåäà âìåñòå ïðåâðàùàþòñÿ â D

(èëè Q4(λ)).

Èìåÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì, ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ ïàòîëîãèé. Âî-

ïåðâûõ, íàäî çàìåòèòü, ÷òî òåíçîðíûé ñåêòîð ïîëíîñòüþ ñâîáîäåí îò ëþáûõ

ïàòîëîãèé. Äîñòàòî÷íî ïðîñòî óâèäåòü ñâåðõñâåòîâîå ðàñïðîñòðàíåíèå â âåê-

òîðíîì ñåêòîðå òåîðèè. Äåéñòâèòåëüíî, äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå Dvec = 0

îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ m2

m1
. Ýòà ñêîðîñòü ìî-

æåò áûòü êàê áîëüøå, òàê è ìåíüøå, ÷åì ñêîðîñòü ãðàâèòîíà (êîòîðàÿ ðàâíà

1), â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ìàññàìè. Îäíàêî, îñíîâíûå ïðîáëåìû

ñâÿçàíû ñî ñêàëÿðíûì ñåêòîðîì òåîðèè.

×òî êàñàåòñÿ äóõîâ â ñêàëÿðíîì ñåêòîðå, òî îíè ìîãóò èìåòü áåñêîíå÷íóþ

ìàññó (òîãäà îíè èñ÷åçàþò èç ñïåêòðà ëèíåàðèçîâàííîé ãðàâèòàöèè, îäíàêî ëåã-

êî ìîãóò âåðíóòüñÿ çà ãðàíüþ ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ â âèäå ìîäû Áóëüâàðà-

Äåçåðà), åñëèm2
0 = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â òåîðèè ìîæåò áûòü äóõ, ïî êðàéíåé

ìåðå ïðè ~k = 0 è M2 ≥ 0. Èíûìè ñëîâàìè, áóäåò ìîäà, îäíîðîäíàÿ â ïðîñòðàí-

ñòâå, íî ðàñòóùàÿ âî âðåìåíè (ñðàçó âî âñåì ïðîñòðàíñòâå). Ýòà ìîäà íå ÿâëÿ-

åòñÿ ðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ äóõîì, íî ìû ìîæåì íåìíîãî ñäâèíóòüñÿ èç òî÷êè
~k2 = 0 ñ öåëüþ ðàññìîòðåíèÿ ìîä, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ïðîñòðàíñòâå, è íàé-

òè ðåøåíèÿ äëÿ (196) ïðè ìàëûõ ~k2. Ïîñêîëüêó ýòîò ïðåäåë ~k2 → 0 ãëàäêèé,

ìû ïîëó÷èì äóõ ïðè ~k2 > 0, åñëè íå ïîëîæèì m1 = 0. Íà ñàìîì äåëå, ñèíãóëÿð-

íîñòü â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íåóäèâèòåëüíà, ïîñêîëüêó äåòåðìèíàíò êèíåòè÷åñêîé

ìàòðèöû ïðîïîðöèîíàëåí m1 ïðè íóëåâûõ èìïóëüñàõ.

Èçó÷èì ïîäðîáíåå ñëó÷àé m1 = 0. Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå âûãëÿäèò

äîâîëüíî ñòðàííî:

D ∼ ω2~k2 = 0 (199)

ýòî îòâå÷àåò ðàñïðîñòðàíåíèþ âåêòîðíîé ìîäû ñ áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòüþ è ïðè-
âîäèò ê ýêçîòè÷åñêèì âîçáóæäåíèÿì, íåñóùèì ìãíîâåííîå âçàèìîäåéñòâèå ω2 =
0. Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî íåìíîãî îòîéòè îò ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè (ìàëûå çíà-
÷åíèÿ ω2), ÷òîáû èçó÷èòü ýòè âîçáóæäåíèÿ àíàëèòè÷åñêè: ñîîòâåòñòâóþùåå ñîá-
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ñòâåííîå çíà÷åíèå áóäåò

λinstant =
2(d− 2)∆ · ω2~k2

(d− 2)(m2
3 −m2

2)~k4 − [(d− 3)∆ + 2(d− 2)m2
2m

2
4]~k2 + (d− 1)m2

2(m2
0m

2
3 −m4

4)−m2
0m

4
2

+O(ω4)

(200)

ãäå

∆ ≡ m2
0(m2

3 −m2
2)−m4

4 (201)

Â òî æå âðåìÿ, ýòî âîçìóùåíèå ÿâëÿåòñÿ äóõîì: dλ/dω2 < 0 íà ìàññîâîé ïî-

âåðõíîñòè, êîãäà ~k2 ëåæèò ìåæäó íóëÿìè çíàìåíàòåëÿ â (200).

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà m1 = 0 äóõ ñâÿçàí ñ âîçáóæäåíèÿìè, èìåþ-

ùèìè î÷åíü ñïåöèôè÷åñêîå äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå, è íå ÿâëÿåòñÿ äóõîì-

÷àñòèöåé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, âèäèìî, îí íå áûë îïîçíàí â ðàáîòå [55]. Â ïðèíöèïå,

áûëî áû èíòåðåñíî ëó÷øå ïîíèìàòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë òàêèõ âîçáóæäåíèé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òàõèîíû. Ìû âîçâðàùàåìñÿ ê îáñóæäåíèþ ðåæèìà, ñâî-

áîäíîãî îò äóõîâ, ïðèm0 = 0. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óâèäåòü, åñòü ëè íà íåì òàõèîíû,

íàäî ïîëîæèòü ω = 0 è èñêàòü äåéñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ λ(~k) = 0. Çàìåòèì, ÷òî

èç-çà íåòðèâèàëüíîãî äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ ýòî íå ðàâíîñèëüíî ïîèñêó

ìîäû ñ îòðèöàòåëüíûì êâàäðàòîì ìàññû. Äåéñòâèòåëüíî, ìàññà îïèñûâàåò ïî-

ëþñ ïî ω â ïðîïàãàòîðå ïðè íóëåâûõ ~k, â òî âðåìÿ êàê òàõèîí èìååò îòíîøåíèå

ê çàâèñèìîñòè îò ~k.

×òîáû ãàðàíòèðîâàòü îòñóòñòâèå òàõèîíîâ â âåêòîðíîì è òåíçîðíîì ñåêòî-

ðàõ, íàäî ïîòðåáîâàòü m2
1 ≥ 0 è m2

2 ≥ 0. Ïîñëå ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü

ïðîèçâåäåíèå ÷åòûðåõ ñêàëÿðíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî åñòü D. Òàêèì îá-

ðàçîì, òàõèîí îòñóòñòâóåò, åñëè íå ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé óðàâ-

íåíèÿ

− D(ω2, ~k2)
∣∣∣
ω=0

= ρ~k4 + η~k2 + ζ = 0 (202)

ãäå

ρ ≡ (d− 2)(m2
1m

2
2 −m2

1m
2
3)

η ≡ 2(d− 2)m2
1m

2
2m

2
4 + (d− 3)(−m2

0m
2
1m

2
2 +m2

0m
2
1m

2
3 −m4

4m
2
1)

ζ ≡ m4
2m

2
0m

2
1 + (d− 1)(m2

2m
4
4m

2
1 −m2

2m
2
3m

2
0m

2
1) = −(d− 2)m2

0m
2
1m

2
2M

2

(203)
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Òàõèîí îòñóòñòâóåò è êîãäà äèñêðèìèíàíò (202) îòðèöàòåëüíûé,

η2 − 4ρζ < 0 (204)

è êîãäà îáà ðåøåíèÿ 1
2

(
−η ±

√
η2 − 4ρη

)
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ îòðèöàòåëüíû

η > 0, ρζ > 0 (205)

Åñëè íè îäíî èç ýòèõ óñëîâèé íå âûïîëíåíî, è â ñïåêòðå áóäåò òàõèîí. ×òîáû

èìåòü òåîðèþ è áåç äóõîâ, è áåç òàõèîíîâ, ìîæíî ïîëîæèòü m2
0 = 0 è ïîòðåáî-

âàòü

m2
2 > m2

3, 2(d− 2)m2
2 > (d− 3)m2

4, m2
4 ≥ 0 (206)

(ýòè óñëîâèÿ áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [54] ïðè d = 4) èëè

[
2(d− 2)m2

2 − (d− 3)m2
4

]2
< 4(d− 1)(d− 2)m2

2(m2
2 −m2

3) (207)

Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî m2
1, m

2
2 è m

2
4 íåíóëåâûå.

Èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü òàêæå ãðàíè÷íûå ñëó÷àè. Åñëè îäíà èç ìàññ m2
1,

m2
2 èëè m

2
4 ðàâíà íóëþ, òî ζ = 0, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñïåêòðå åñòü áåçìàññîâàÿ

ìîäà. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àè îòäåëüíî.

Åñëè m2
2 = 0, òî áóäåò òàõèîí, åñëè íå ïîëîæèòü òàêæå m2

3 = 0. Â ïîñëåäíåì

ñëó÷àå ñêîðîñòü âåêòîðíîé ìîäû ñòàíîâèòñÿ íóëåâîé, à äèñïåðñèîííîå ñîîòíî-

øåíèå

D ∼ ~k4 = 0 (208)

îçíà÷àåò, ÷òî ìîäà íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì.

Åñòü, êðîìå òîãî, âîçìîæíîñòü ïîëîæèòü m2
4 = 0, êîòîðàÿ òàêæå âåäåò ê

íåðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ìîäå ñ òàêèì æå äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíèåì (208).

Ïîñëåäíèé ãðàíè÷íûé ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ, êîãäà ρ = 0, òî åñòü m2
2 = m2

3. Â

ýòîì ñëó÷àå íåò òàõèîíà, åñëè η ≥ 0. Ýòî îçíà÷àåò

2(d− 2)m2
2 ≥ (d− 3)m2

4, m2
4 ≥ 0 (209)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè â ýòèõ ôîðìóëàõ ðåàëèçóåòñÿ ðàâåíñòâî, òî η = 0 è

2(d− 2)m2
2 = (d− 3)m2

4 , (210)
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à äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå ïðèíèìàåò âèä

2(d− 2)(m2
4 −m2

1)ω2~k2 − (d− 1)m2
1m

2
4ω

2 + (d− 1)m2
1m

2
2m

2
4 = 0 (211)

4.3 Ñìåøèâàíèå ñ äðóãèìè ïîëÿìè, òåîðèÿ Êàëóöû-Êëåéíà

Ñìåøèâàíèå ãðàâèòàöèè ñ äîïîëíèòåëüíûìè ïîëÿìè áûëî ðàññìîòðåíî óæå â

ðàáîòå [51], îäíàêî òàì îíî áûëî èñïîëüçîâàíî â êà÷åñòâå òåõíè÷åñêîãî ïðèå-

ìà. Íå òàê äàâíî ýòîò âàðèàíò ìîäèôèêàöèè áûë çàíîâî ââåäåí â ðàññìîòðåíèå

â ðàáîòå [55]. Ñ òåõ ïîð ñìåøèâàíèå ñ äðóãèìè ïîëÿìè ïðèâëåêàåò âñå áîëü-

øå âíèìàíèÿ. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Íàäî äîáàâèòü â êâàäðàòè÷íûé

ëàãðàíæèàí ÷ëåíû âèäà

hµνkµπν + (. . . ∼ π2) (212)

èëè

hµνkµkνπ + (. . . ∼ π2) (213)

à òàêæå èõ Ëîðåíö-íàðóøàþùèå àíàëîãè. Òàê ââîäèòñÿ ñìåøèâàíèå ãðàâèòà-

öèè ñ êàêèì-ëèáî äðóãèì ïîëåì, îáîçíà÷åííûì π. Ýòè ïîëÿ ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê ñäâèíóòûå âåêòîðû, èëè ñêàëÿðíûå ïîëÿ (íàïðèìåð, ãîëäñòîóíîâñêèå

ïîëÿ, îïèñûâàþùèå âîçìóùåíèÿ îêîëî âàêóóìîâ, ñïîíòàííî íàðóøàþùèõ êà-

ëèáðîâî÷íóþ è ëîðåíöåâó ñèììåòðèè). Ñóùåñòâóþò óáåäèòåëüíûå àðãóìåíòû â

ïîëüçó òîãî, ÷òî òàêîå ñìåøèâàíèå ìîæåò ñóùåñòâåííî ñìÿã÷èòü ïàòîëîãè÷å-

ñêèå ñâîéñòâà ìàññèâíîé ãðàâèòàöèè, äàâàÿ ñîãëàñîâàííûå òåîðèè ñ ìàññèâíûì

ãðàâèòîíîì è íàðóøåíèåì Ëîðåíö-ñèììåòðèè.

Ðàçóìååòñÿ, â ýòîì íåò íè÷åãî óäèâèòåëüíîãî, ïîñêîëüêó òàêàÿ òåîðèÿ áåç

ïàòîëîãèé õîðîøî èçâåñòíà óæå äåñÿòêè ëåò: ýòî ãðàâèòàöèÿ Êàëóöû-Êëåéíà.

4.3.1 Ïðèìåð êàëóöà-êëåéíîâñêîãî ãðàâèòîíà, d+ 1 = 5 −→ d = 4

Ãðàâèòàöèÿ Êàëóöû-Êëåéíà � îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè â ïðîñòðàíñòâå

áîëüøåé d+m ðàçìåðíîñòè, êîìïàêòèôèöèðîâàííîì â d èçìåðåíèé. Ñ d-ìåðíîé
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òî÷êè çðåíèÿ òåîðèÿ âûãëÿäèò êàê áåñêîíå÷íàÿ áàøíÿ ïîëåé ðàçíûõ ìàññ, âçà-

èìîäåéñòâóþùèõ äðóã ñ äðóãîì. Îäíàêî, â êâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæåíèè ïîëÿ èç

ðàçíûõ ñåêòîðîâ (ñ ðàçíûìè ìàññàìè) íå âçàèìîäåéñòâóþò è íå ñìåøèâàþòñÿ,

òàê ÷òî ìîæíî êàæäûé ñåêòîð ðàññìàòðèâàòü íåçàâèñèìî. Â êàæäîì èç íèõ ìû

èìååì ìàññèâíûé ãðàâèòîí ðàçìåðíîñòè d, ñîõðàíÿþùèé êàëèáðîâî÷íóþ èíâà-

ðèàíòíîñòü (ïðè îáùåêîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ â d èçìåðåíèÿõ), êîòîðûé

äîëæåí áûòü ñâîáîäåí îò ëþáûõ ïàòîëîãèé. Âîïðîñ â òîì, êàê ýòî ñîãëàñóåòñÿ

ñ, êàçàëîñü áû íåïðåîäîëèìûìè, ïàòîëîãèÿìè â ìàññèâíîé ãðàâèòàöèè, êîòî-

ðûå ìû îáñóæäàëè âûøå. Îòâåò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýòîò ãðàâèòîí ñìåøàí

ñ äðóãèìè ïîëÿìè èç ýòîãî ñåêòîðà (ñ òàêèìè æå ìàññàìè). Ýòî è åñòü ïðîñòåé-

øèé àðãóìåíò, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ñìåøèâàíèå ñ äðóãèìè ïîëÿìè ïîçâîëÿåò

èçáàâèòüñÿ îò âñåõ ïàòîëîãèé.

Íàøåé çàäà÷åé áóäåò ïðîàíàëèçèðîâàòü è ïîíÿòü ìàññèâíóþ êàëóöà-êëåéíîâñêóþ

ãðàâèòàöèþ (îäèí ïðîèçâîëüíûé ñåêòîð). Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì îä-

íîãî äîïîëíèòåëüíîãî èçìåðåíèÿ, êîìïàêòèôèöèðîâàííîãî íà îêðóæíîñòü ðà-

äèóñà Rd, è áóäåì âûðàæàòü âñå â åäèíèöàõ Rd.

Íà÷íåì ñ êâàäðàòè÷íîãî äåéñòâèÿ äëÿ ãðàâèòàöèè â çàäàííîì ñåêòîðå. Îáî-

çíà÷èì ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû d + 1-ìåðíîãî ãðàâèòîíà ÷åðåç hµν , Aµ = hµd è

φ = hdd, ãäå µ, ν = 0, 1, . . . , d− 1. Ñîñòàâëÿþùàÿ èìïóëüñà, íàïðàâëåííàÿ âäîëü

ñâåðíóòîé êîîðäèíàòû, ïðèíèìàåò äèñêðåòíûé íàáîð çíà÷åíèé. Â åäèíèöàõ Rd

ýòî ïðîñòî öåëîå ÷èñëî kd = n (kd = n
Rd
). Ìû ðàññìàòðèâàåì êîíêðåòíûé ñåêòîð

ñ çàäàííûì n, â êâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæåíèè îí íå ñìåøàí ñ äðóãèìè ñåêòîðà-

ìè.

Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ëèíåàðèçèðîâàííîå äåéñòâèå Ãèëüáåðòà-Ýéíøòåéíà äà-
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åò

2(kh)2
M − k2h2

MN − 2(khk)h+ k2h2 −→
−→ 2(kµh

µν + nAν)2 + 2(kµA
µ + nφ)2 − (k2 + n2)(h2

µν + 2A2
µ + φ2)−

−2(kµkνh
µν + 2nkµA

µ + n2φ)(h+ φ) + (k2 + n2)(h+ φ)2 =

=
{

2(kh)2
µ − k2h2

µν − 2(khk)h+ k2h2
}

+ n2(h2 − h2
µν)+

+2 (kµkν − k2ηµν)A
µAν + 4n (kµh

µν − kνh)Aν+

+2 (k2h− (khk))φ

(214)

Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà îïèñûâàåò ñìåøèâàíèå h − φ, êîòîðîå ïðèñóòñòâóåò äàæå â
áåçìàññîâîì ñåêòîðå ïðè n = 0.

Ñòàíäàðòíûì ïðèåìîì â òåîðèè Êàëóöû-Êëåéíà ÿâëÿåòñÿ èçáàâëåíèå îò

ñìåøèâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ñäâèãà

hµν → hµν −
1

d− 2
φηµν , (215)

÷òî ó÷èòûâàåòñÿ ïàðàìåòðèçàöèåé ìåòðèêè,

e−
ϕ

d−1

(
gµν + eϕAµAν eϕAµ

eϕAν eϕ

)
=

(
ηµν 0

0 1

)
+

(
hµν − 1

d−1
ϕηµν Aµ

Aν
d−2
d−1

ϕ

)
,

(216)

çäåñü φ = d−2
d−1

ϕ. Ïîñëå ñäâèãà ìû ïîëó÷àåì êâàäðàòè÷íîå äåéñòâèå â âèäå

{
2(kh)2

µ − (k2 + n2)h2
µν − 2(khk)h+ (k2 + n2)h2

}
+

+2 (kµkν − k2ηµν)A
µAν + 4n (kµh

µν − kνh)Aν+

+d−1
d−2

(
− k2φ2 + 2nφ(2kµA

µ − nh) + d
d−2

n2φ2
) (217)

Â áåçìàññîâîì ñåêòîðå (n = 0) ìû èìååì èçâåñòíîå äåéñòâèå, îïèñûâàþùåå ãðà-

âèòàöèþ ñ äîïîëíèòåëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì è ñêàëÿðîì Áðàíñà-Äèêêå. Íî ïðè

n 6= 0 äåéñòâèå âûãëÿäèò ñòðàííî: ãðàâèòîí èìååò ìàññó n, ôîòîí áåçìàññîâûé,

à ñêàëÿð èìååò äðóãóþ ìàññó, ïðè÷åì ñ íåïðàâèëüíûì çíàêîì. Êðîìå òîãî, â

äåéñòâèè åñòü ñèëüíîå ñìåøèâàíèå ìåæäó âñåìè òðåìÿ ïîëÿìè: hµν , Aµ è φ.

×òîáû âûäåëèòü ïðîáëåìó, ïåðåïèøåì ïîñëåäíþþ ñòðîêó èç (217) ñëåäóþùèì
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îáðàçîì

d− 1

d− 2

(
− (k2 + n2)φ2 + 2nφ(2kµA

µ − nh)
)

+ 2

(
d− 1

d− 2
nφ

)2

(218)

ãäå îñîáåííî ñòðàíåí ïîñëåäíèé ÷ëåí.

Êîíå÷íî, äèàãîíàëèçàöèÿ ýòîãî äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé çàäà÷åé, áîëåå

òîãî, ýòî ÿâëÿåòñÿ áóêâàëüíûì ïîâòîðåíèåì ñëó÷àÿ áåçìàññîâîé ãðàâèòàöèè â

d+ 1 èçìåðåíèÿõ. Ìû ïîëó÷èì (d+ 1)(d− 2)/2 ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ìîä ñ ìàñ-

ñàìè n (êîòîðûå îáðàçóþò òåíçîð â (d + 1)-ìåðíîé ãðàâèòàöèè, êîìïîíåíòà d

ïðîñòðàíñòâåííîãî èìïóëüñà ðàâíà n), d + 1 íóëåâûõ ìîä (îòâå÷àþùèõ øòó-

êåëüáåðãîâñêèì ïîëÿì) è d(d+ 1)/2 íåðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ìîä (âêëþ÷àþùèõ

êàëèáðîâî÷íûé ãðàâèòîí). Ïî áîëüøîìó ñ÷åòó, ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî óãàäàòü

áåç êàêèõ-ëèáî âû÷èñëåíèé.

Îòìåòèì îñîáåííîñòè ãðàâèòàöèè Êàëóöû-Êëåéíà.

• Ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïåðâîé ñòðîêå â d-ìåðíîì äåéñòâèè (214) îçíà÷àåò, ÷òî

êàëóöà-êëåéíîâñêèé ãðàâèòîí îòâå÷àåò ñëó÷àþ Ïàóëè-Ôèðöà A = B.

• Îäíàêî, êàëèáðîâî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòü íå íàðóøåíà èç-çà ñìåøèâàíèÿ

h−A− φ. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî (214) èíâàðèàíòíî îòíî-
ñèòåëüíî

δhµν = kµξν + kνξµ, δAµ = nξµ + kµζ, δφ = 2nζ (219)

• Ïîñêîëüêó ýòî ñëó÷àé ÏÔ � äóõà â ñïåêòðå íåò.

• Êàê óæå îòìå÷àëîñü, íåñòàáèëüíîñòè Âóëüâàðà-Äåçåðà òîæå íå äîëæíî

áûòü.

Îáñóäèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñDVZ ñêà÷êîì â ýòîì ñëó÷àå. Ïîñêîëüêó ÊÊ ãðà-

âèòîí îòâå÷àåò ñëó÷àþ ÏÔ, íåò íè÷åãî ñòðàííîãî, ÷òî ïîÿâëÿåòñÿ DVZ ñêà÷îê,

êîãäà ðàäèóñ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, à ìîäà ñ n 6= 0 ñòàíîâèòñÿ áåçìàññî-

âîé. Îäíàêî, êîãäà ìû ðàññìàòðèâàåì ÊÊ ñëó÷àé, ýòîò ñêà÷îê èìååò ïðîñòîå

îáúÿñíåíèå: äðóãèå ïîëÿ, Aµ è φ, òîæå âêëàäûâàþò âî âçàèìîäåéñòâèå òåíçîðîâ

ýíåðãèè-èìïóëüñà. Ñêà÷îê â òî÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ âêëàäîì ýòèõ ïîëåé.
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Âçàèìîäåéñòâèå äâóõ òåíçîðîâ ýíåðãèè-èìïóëüñà ÷åðåç îáìåí ÊÊ ãðàâèòî-

íàìè èç çàäàííîãî ñåêòîðà n äàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì (ìû ïîëó÷àåì åãî

èç áåçìàññîâîãî ñëó÷àÿ ðàçìåðíîñòè d+ 1):

1

k2 + n2

(
T 2
µν −

1

(d+ 1)− 2
T 2
)
, (220)

è â áåçìàññîâîì ïðåäåëå n→ 0 (òî åñòü ïðè Rd →∞) ïîëó÷àåì

1

k2

(
T 2
µν −

1

d− 1
T 2
)

(221)

÷òî îòëè÷àåòñÿ îò ðåçóëüòàòà â îáû÷íîé áåçìàññîâîé ãðàâèòàöèè â d èçìåðåíè-

ÿõ,
1

k2

(
T 2
µν −

1

d− 2
T 2
)

(222)

Êàê ìû óæå ãîâîðèëè, ýòî íåóäèâèòåëüíî, òàê êàê âêëàä äàþò äîïîëíèòåëüíûå

ïîëÿ. Íà ñàìîì äåëå, ýòîò âêëàä âîçíèêàåò èç îáìåíà ïîëåì φ; åñëè åãî íàéòè

ÿâíî, ìû ïîëó÷èì:

+

(
1

d− 2

)2
d− 2

d− 1

T 2

k2
=

1

(d− 1)(d− 2)

T 2

k2
(223)

Òåïåðü ñëîæèì ýòîò âêëàä ñ âêëàäîì ãðàâèòîíà (222), − 1
d−2

+ 1
(d−1)(d−2)

= − 1
d−1

,

è ïîëó÷èì, êàê è îæèäàëîñü, (221).

Èíûìè ñëîâàìè, â òåîðèè Êàëóöû-Êëåéíà ìû âèäèì òðè âêëàäà âî âçàèìî-

äåéñòâèå òîêîâ:

òåîðèÿ ÊÊ = ãðàâèòîí + äóõ + ñêàëÿðíîå ïîëå , (224)

â îáû÷íîé áåçìàññîâîé ãðàâèòàöèè âèäíî äâà âêëàäà:

áåçìàññîâàÿ ãðàâèòàöèÿ = ãðàâèòîí + äóõ , (225)

à â ñëó÷àå Ïàóëè-Ôèðöà äóõ óáðàí èç ñïåêòðà (åãî ìàññà óñòðåìëåíà ê áåñêî-

íå÷íîñòè), òàê ÷òî îñòàåòñÿ òîëüêî îäèí âêëàä:

òåîðèÿ ÏÔ = ãðàâèòîí . (226)
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Ïîíÿòíî, ÷òî ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå ÿâëåíèå: âêëàäû äóõà è ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

âî âçàèìîäåéñòâèå òîêîâ â òî÷íîñòè ñîêðàòèëèñü. Òàêèì îáðàçîì, âçàèìîäåé-

ñòâèå òîêîâ â òåîðèÿõ ÊÊ è ÏÔ èäåíòè÷íî. Òàêîå ñîêðàùåíèå, îäíàêî, ïðîïà-

äàåò â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ êîìïàêòèôèöèðîâàííûõ èçìåðåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå

âñå òðè âçàèìîäåéñòâèÿ, (224), (225) è (226), ðàçëè÷íû.

5 Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèå êðàòêî ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèñ-

ñåðòàöèè.

• Èçó÷åíû ñâîéñòâà ñêàëÿðíûõ êîñìîëîãè÷åñêèõ âîçìóùåíèé â ìîäåëè ñ

êîíôîðìíûì ñêàòûâàíèåì. Â ÷àñòíîñòè, èññëåäîâàíà íåãàóññîâîñòü íà

óðîâíå ÷åòûðåõòî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Ñäåëàíû ïðåäñêàçà-

íèÿ äëÿ ôîðìû íåãàóññîâîñòè, êîòîðûå ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü ñóùåñòâåííûé

èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáíàðóæåíèÿ íåãàóññîâîñòè.

Âûïîëíåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ôîðì íåãàóññîâîñòè ñ èìåþùèìèñÿ â

ëèòåðàòóðå ëîêàëüíûìè ôîðìàìè, îáíàðóæåíû ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ.

Ñäåëàí âûâîä î òîì, ÷òî èññëåäîâàíèå íåãàóññîâîñòè â ïðèíöèïå ïîçâîëÿ-

åò îòëè÷èòü êîíôîðìíûå ìîäåëè îò äðóãèõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé, â

÷àñòíîñòè, èíôëÿöèîííûõ.

• Ìîäåëü ñ êîíôîðìíûì ñêàòûâàíèåì ñîïîñòàâëåíà ñ ìîäåëüþ ãåíåçèñà ñ

ãàëèëåîíîì. Ñäåëàí âûâîä î òîæäåñòâåííîñòè ïðåäñêàçàíèé ñâîéñòâ êîñ-

ìîëîãè÷åñêèõ âîçìóùåíèé âïëîòü äî ïåðâîãî íåëèíåéíîãî ïîðÿäêà. Ïî-

êàçàíî, ÷òî ýòè ïðåäñêàçàíèÿ îñíîâàíû èñêëþ÷èòåëüíî íà ñâîéñòâå êîí-

ôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòè è ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû äëÿ öåëîãî êëàññà ìî-

äåëåé.

• Èçó÷åíà ìîäåëü ïñåâäîêîíôîðìíîé Âñåëåííîé. Â íåé íàéäåí íîâûé ðå-

æèì êëàññè÷åñêîé ýâîëþöèè, ñëåäóþùèé çà èçâåñòíûì ðåæèìîì ýêïèðî-

çèñà è êà÷åñòâåííî îò íåãî îòëè÷àþùèéñÿ. Àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î
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ïîâåäåíèè Âñåëåííîé â ýòîé ìîäåëè îò íà÷àëà äî ãîðÿ÷åé ñòàäèè ïðîâå-

ðåíû ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

• Â ìîäåëè ïñåâäîêîíôîðìíîé Âñåëåííîé íàéäåíû ñïåêòðû òåíçîðíûõ âîç-

ìóùåíèé, ãåíåðèðóþùèõñÿ êàê â ïåðâîì, òàê è âî âòîðîì ðåæèìå. Ñäåëàí

âûâîä î íåâîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ ñèëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû

ìîäåëè íà îñíîâå èçó÷åíèÿ òåíçîðíûõ âîçìóùåíèé.

• Ðàçðàáîòàí ýôôåêòèâíûé ìåòîä èçó÷åíèÿ êâàäðàòè÷íûõ òåîðèé, ïîçâîëÿ-

þùèé ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî îïðåäåëÿòü âñå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ è

âûÿâëÿòü ïàòîëîãèè. Ìåòîä àëãîðèòìè÷åñêèé è ëåãêî ïðîãðàììèðóåòñÿ.

• Èçó÷åíà Ëîðåíö-íàðóøàþùàÿ ìàññèâíàÿ ãðàâèòàöèÿ, â ÷àñòíîñòè, ïîëó-

÷åíû çàâèñèìîñòè äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé îò ìàññîâûõ ïàðàìåòðîâ.

Íàéäåíû îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ, ñâîáîäíûå îò ïàòîëîãèé.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð õîòåë áû âûðàçèòü ñâîþ èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü

íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Â. À. Ðóáàêîâó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå, ïîñòîÿííóþ ïîä-

äåðæêó è êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ.

Àâòîð ïðèçíàòåëåí ñâîèì êîëëåãàì è ñîàâòîðàì Ì. Ëèáàíîâó, À. Ìèðîíîâó,

À. Ìîðîçîâó, Àíä. Ìîðîçîâó è Ñ. Ðàìàçàíîâó çà ïëîäîòâîðíóþ ñîâìåñòíóþ

ðàáîòó.

Àâòîð îòìå÷àåò ãîñòåïðèèìñòâî Èíñòèòóòà Òåîðåòè÷åñêîé è Âû÷èñëèòåëü-

íîé Ôèçèêè Óíèâåðñèòåòà Êðèòà, ãäå ðîäèëèñü ìíîãèå èäåè, âîøåäøèå â äèñ-

ñåðòàöèþ. Â ÷àñòíîñòè, àâòîð áëàãîäàðåí çà ïîääåðæêó è èíòåðåñíûå äèñêóññèè

Ò. Òîìàðàñó.

Îòäåëüíî õî÷åòñÿ ïîáëàãîäàðèòü Ò. Ìèðîíîâó çà ïîìîùü ñ ðèñóíêàìè.

Àâòîð áëàãîäàðåí âñåì ñîòðóäíèêàì è àñïèðàíòàì Îòäåëà òåîðåòè÷åñêîé

ôèçèêè Èíñòèòóòà ÿäåðíûõ èññëåäîâàíèé ÐÀÍ çà óíèêàëüíóþ òâîð÷åñêóþ àò-

ìîñôåðó è äîáðîæåëàòåëüíîñòü.
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6 Ïðèëîæåíèå: ñòðóêòóðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ

6.1 Äåôîðìàöèè ÷åòûðåõ ïåðåñå÷åíèé

Ôèãóðà èç ÷åòûðåõ ïåðåñå÷åíèé, ïîêàçàííàÿ íà ðèñóíêå 8a, ïðåäñòàâëÿåò çàâè-

ñèìîñòü ÷åòûðåõ ñêàëÿðíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îò −ω2 ïðè m2
4 = 0 è ~k2 = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå äâå ãîðèçîíòàëüíûå ëèíèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé λsS = −m2
0 è

λS = m2
1, à äâå ëèíèè ñ íàêëîíàìè +1 (îáû÷íàÿ ÷àñòèöà) è −(d − 2) (äóõ) äà-

þòñÿ âûðàæåíèÿìè λsT = −ω2 + m2
2 è λstT = (d − 2)ω2 + m2

2 − (d − 1)m2
3, òî

åñòü îíè ïåðåñåêàþò îñü îðäèíàò â òî÷êàõ m2
2 è m

2
2 − (d − 1)m2

3 ñîîòâåòñòâåí-

íî. Òàêèì îáðàçîì, â ñïåêòðå åñòü äâå ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ìîäû íà ìàññîâîé

ïîâåðõíîñòè ñ λ = 0, îäíà íîðìàëüíàÿ, âòîðàÿ � äóõ.

Êîãäà âêëþ÷àåòñÿ m2
4 6= 0, êàê íà ðèñóíêå 8b, ðàçðåøàåòñÿ îäíî èç ÷åòû-

ðåõ ïåðåñå÷åíèé: ïåðåñå÷åíèå λsS è λstT . Ïåðåñåêàþùèåñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ðàñõîäÿòñÿ, íî ïåðåñå÷åíèå îñè àáñöèññ îòâå÷àåò äóõó â îáîèõ ñëó÷àÿõ: è ïðè

m2
0 > 0, è ïðèm2

0 < 0. Â çàâèñèìîñòè îò çíàêàm2
0 äóõ (íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè)

ïðèõîäèò èç âåðõíåé èëè èç íèæíåé âåòâè. Åäèíñòâåííîå èñêëþ÷åíèå � ñëó÷àé

m2
0 = 0: â ýòîì ñëó÷àå ìîäà, íàõîäÿùàÿñÿ íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè, óõîäèò íà

áåñêîíå÷íîñòü, è äóõ èñ÷åçàåò, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ ~k2 = 0.

Âêëþ÷åíèå ~k2 6= 0 ðàçðåøàåò âñå ïåðåñå÷åíèÿ (äàæå åñëè m2
4 = 0). Ýòî

äàåò äîïîëíèòåëüíóþ ñâîáîäó: òàêèì æå îáðàçîì, äóõ ìîæåò îòñóòñòâîâàòü íå

òîëüêî êîãäàm2
0 = 0, íî è êîãäàm2

1 = 0. Îäíàêî ïðè óâåëè÷åíèè ~k2 èm4
4, ôèãóðà

íà÷èíàåò î÷åíü ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò ÷åòûðåõ ïåðåñå÷åíèé, êàê íà ðèñóíêå 8a,

÷òî âèäíî, íàïðèìåð, íà ðèñóíêàõ 10 è 11. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàæå åñëè äóõè

èñ÷åçëè â îêðåñòíîñòè ôèãóðû 8a, îíè ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ñíîâà ïðè áîëüøèõ

çíà÷åíèÿõ èìïóëüñÿ ~k2. Ñëó÷àé áîëüøèõ m4
4 òàêæå òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî

àíàëèçà.

Èç ðèñóíêîâ 10, 11 ïîíÿòíî, ÷òî èçáàâèòüñÿ îò äóõîâ â ìîäåëè ìîæíî òîëüêî

ïðè m2
0 = 0 èëè m2

1 = 0.
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6.2 Ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç áèôóðêàöèé

Àíàëèç ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ âîçìóùåíèé ìîæíî ïðîâîäèòü â îïðåäåëåííîì ïî-

ðÿäêå, ïîñêîëüêó åñòü öåëàÿ èåðàðõèÿ èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ.

1) Ïåðâûì äåëîì ìîæíî íàðèñîâàòü λ(−ω2) ïðè ôèêñèðîâàííîì ~k2 è ìàññàõ

èëè λ(~k2) ïðè ôèêñèðîâàííûõ ω2 è ìàññàõ. Ïðè ýòîì èíòåðåñíû óñëîâèÿ ìàñ-

ñîâîé ïîâåðõíîñòè λ = 0 è íàêëîíû − ∂λ
∂ω2

∣∣
λ=0

èëè ∂λ

∂~k2

∣∣∣
λ=0

â ýòèõ òî÷êàõ. Íèæå

ìû áóäåì, â îñíîâíîì, ðàññìàòðèâàòü ïåðâûé âàðèàíò: λ(−ω2).

2) Çíàêè ïðîèçâîäíûõ êîíòðîëèðóþòñÿ òîïîëîãèåé ãðàôèêà λ(ω2), îñîáåí-

íî òî÷êàìè âåòâëåíèÿ: íóëÿìè äèñêðèìèíàíòà discrim
(
C(λ)

)
, ãäå ðàçëè÷íûå

âåòâè ñëèâàþòñÿ èëè ïåðåñåêàþòñÿ. Ýòè êðèòè÷åñêèå òî÷êè ω2
cr ñàìè ïî ñåáå

íå íàõîäÿòñÿ íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè, íî îïðåäåëÿþò ñâîéñòâà ðåàëüíûõ âîç-

áóæäåíèé, íàõîäÿùèõñÿ íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè. Îíè çàâèñÿò è îò ~k2, è îò

ìàññ. Ãëàâíûé èíòåðåñ äëÿ íàñ ïðåäñòàâëÿåò èõ çàâèñèìîñòü îò èìïóëüñà ïðè

ôèêñèðîâàííûõ ìàññàõ.

3) Ñâîéñòâà ÷àñòèö íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè êà÷åñòâåííî ìåíÿþòñÿ â òî÷êàõ

áèôóðêàöèè, êîãäà ω2
cr ñëèâàþòñÿ, èñ÷åçàþò èëè óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü. Ýòî

îïðåäåëÿåòñÿ íóëÿìè äèñêðèìèíàíòà ñëåäóþùåãî óðîâíÿ discrim
(
ω2
cr(
~k2)
)
. Ýòè

íóëè ~k2
cr(masses) çàâèñÿò òîëüêî îò ìàññ è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåíÿþòñÿ òîëêî ïðè

ïåðåìåùåíèè ïî ïðîñòðàíñòâó ïàðàìåòðîâ M. Â íåêîòîðûõ òî÷êàõ M ìîãóò

áûòü îáëàñòè èìïóëüñíîãî ïðîñòðàíñòâà, ãäå ÷àñòèöû, íàõîäÿùèåñÿ íà ìàññî-

âîé ïîâåðõíîñòè, ÿâëÿþòñÿ äóõàìè, è îáëàñòè, ãäå îíè ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè

÷àñòèöàìè. Ìîãóò áûòü òî÷êè, â êîòîðûõ îíè äóõè ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ~k.

4) Ãðàíèöû ìåæäó ýòèìè îáëàñòÿìè îïðåäåëÿþòñÿ äèñêðèìèíàíòàìè ñëåäó-

þùèõ ïîðÿäêîâ discrim
(
~k2
cr(masses)

)
. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðîâîäèòü èòå-

ðàòèâíûé àíàëèç: èçìåíÿòü âíà÷àëå îäíó èç ìàññ, óäîáíåå âñåãî, m2
4, à ïîòîì

îñòàëüíûå, íà êàæäîì øàãå ðàññìàòðèâàÿ äèñêðèìèíàíòû âñå áîëåå âûñîêîãî

ïîðÿäêà.
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6.3 Ïðèìåðû

Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèìåðû òàêîãî èåðàðõè÷åñêîãî àíàëèçà.

1) Íåêîòîðûå ãðàôèêè äëÿ ôóíêöèè ñ ÷åòûðüìÿ âåòâÿìè λ(−ω2) ïðèâåäå-

íû íà ðèñóíêàõ 10 è 11. Íà ðèñóíêå 10 çíà÷åíèÿ ìàññ ôèêñèðîâàíû, à ðàçíûå

ãðàôèêè îòâå÷àþò ðàçíûì çíà÷åíèÿì ~k2. Íà ðèñóíêå 11 ìû ôèêñèðóåì ~k2 = 1,

íî ìåíÿåì äâå èç ïÿòè ìàññ (m2
0 è m

2
1). Ìåíÿÿ äðóãóþ ìàññó (m2

4), ìû ïîëó÷à-

åì ñîâåðøåííî äðóãóþ ñòðóêòóðó (ðèñ. 12). Íåò íèêàêîé ïðîáëåìû íàðèñîâàòü

ñêîëüêî óãîäíî òàêèõ ãðàôèêîâ, ñëîæíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè îñìûñ-

ëåííîãî ñïîñîáà îðãàíèçîâàòü ýòè äàííûå. Äëÿ ýòîãî è íóæíà èåðàðõè÷åñêàÿ

ïðîöåäóðà, îïèñàííàÿ âûøå.

2) Èç ðèñóíêîâ 10 è 11 ïîíÿòíî, ÷òî âñÿ ñòðóêòóðà õîðîøî êîíòðîëèðóåòñÿ

ïîëîæåíèåì òî÷åê âåòâëåíèÿ (ãäå êàñàòåëüíàÿ ñòàíîâèòñÿ âåðòèêàëüíîé). Ýòè

òî÷êè ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêè: îíè ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè äèñ-

êðèìèíàíòà, òî åñòü ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

discrimλ

(
C(λ)

)
= 0 (227)

Âûðàæåíèå äëÿ äèñêðèìèíàíòà â ëåâîé ÷àñòè ñëèøêîì äëèííîå, ÷òîáû åãî ïðè-

âîäèòü, îäíàêî ýòî èçâåñòíûé ïîëèíîì9, êîòîðûé ìîæåò áûòü ëåãêî ïîñ÷èòàí

äëÿ ëþáîãî êîíêðåòíîãî íàáîðà ìàññ. Åãî íóëè íàõîäÿòñÿ ÷èñëåííî, îíè ïîêà-

çàíû â öåíòðå ðèñóíêà 14 êàê ôóíêöèè ~k2 äëÿ òåõ æå çíà÷åíèé ìàññ, ÷òî è íà

9Êàê ôóíêöèÿ ñâîèõ ïåðåìåííûõ äèñêðèìèíàíò ïîëèíîìà 4 ñòåïåíè C(λ) =
∑4

i=0 Ciλ
i

äàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì

−4C4C
3
2C

2
1 + 16C4C

4
2C0 − 128C2

4C
2
0C

2
2 − 27C4

3C
2
0 − 6C4C0C

2
3C

2
1+

+144C4C
2
0C2C

2
3 + 144C2

4C0C2C
2
1 + 18C4C3C

3
1C2 + C2

2C
2
3C

2
1−

−4C3
2C

2
3C0 − 4C3

3C
3
1 + 256C3

4C
3
0 − 192C2

4C
2
0C3C1 − 80C4C3C1C

2
2C0 + 18C3

3C1C2C0 − 27C2
4C

4
1

Îí ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè 2(4 − 1) = 6 ïî êîýôôèöèåíòàì è ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç

çíàìåíèòîé ôîðìóëû Ñèëüâåñòðà èëè ïðåäñòàâëåí êàê êîìáèíàöèÿ äâóõ ïðîñòûõ äèàãðàìì

[139, 140, 141]. Ïîäñòàíîâêà ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ ÷åðåç ìàññû, ÷àñòîòó è èìïóëüñ ñ ïîìîùüþ

(196) äåëàåò ýòî âûðàæåíèå ñëèøêîì äëèííûì.
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ðèñóíêå 10. Ìîæíî ñðàâíèòü ðèñóíêè 10 è 14 è óáåäèòüñÿ, ÷òî îñíîâíàÿ èí-

ôîðìàöèÿ î ñòðóêòóðå ðèñóíêà 10, íà ñàìîì äåëå, ñîäåðæèòñÿ â ãîðàçäî áîëåå

ïðîñòîì è ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîì ãðàôèêå íà ðèñóíêå 14. Â äåéñòâèòåëüíîñòè,

ìîæíî ëåãêî íàðèñîâàòü íóëè òîãî æå äèñêðèìèíàíòà, íî êàê ôóíêöèè ìàññ, à

íå ~k2, òåì ñàìûì âîñïðîèçâåäÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà ðèñóíêà 11, à íå 10.

3) Ðèñóíîê 14 ñàì ìîæåò èçìåíÿòüñÿ, åñëè ìû áóäåì âàðüèðîâàòü îñòàâøè-

åñÿ ïàðàìåòðû. Íà ýòîì ðèñóíêå ïîçèöèè òî÷åê âåòâëåíèÿ áûëè îòëîæåíû êàê

ôóíêöèè ~k2. Ðèñóíîê 15 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëó÷èòñÿ, åñëè ïîìåíÿòü îäèí èç ìàñ-

ñîâûõ ïàðàìåòðîâ íà ðèñóíêå 14. Ðàçíèöà ìåæäó ýòèìè ðèñóíêàìè (14 è 15)

êîíòðîëèðóåìà àëãåáðàè÷åñêè: äëÿ ýòîãî íàäî ïîñìîòðåòü íà íóëè äèñêðèìè-

íàíòà âòîðîãî ïîðÿäêà � òî÷êè ïåðåñå÷åíèé è ñëèÿíèé òðåõ âåòâåé íà ðèñóíêå

14. Ýòà êîíñòðóêöèÿ îáñóæäàåòñÿ íèæå, îíà ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ðèñóíêàõ

13-16.

4) Ýòó ïðîöåäóðó ìîæíî ïîâòîðÿòü øàã çà øàãîì, äîñòèãàÿ áîëåå âûñîêèõ

êî-ðàçìåðíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâM. Òàêèì ïóòåì ìû ïîëó÷àåì ñè-

ñòåìàòè÷åñêèé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ áèôóðêàöèé è ïåðåãðóïïèðîâîê ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé, à çíà÷èò è ê ïîñòðîåíèþ ôàçîâîé äèàãðàììû òåîðèè.

6.4 Ñòðóêòóðà ðàññëîåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâåäåì ïðèìåð èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû ðàññëîåíèÿ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íàä ïðîñòðàíñòâîì ïàðàìåòðîâ ëèíåàðèçîâàííîé ãðàâè-

òàöèè (â òîì ÷èñëå ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàôèêîâ).

Äëÿ íà÷àëà çàôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ ÷åòûðåõ ìàññ: m2
0 = 4, m2

1 = 0, m2
2 = 4,

m2
3 = 6, è ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò, åñëè ìû ìåíÿåì m2

4 îò 2.64 äî 3.53.

Âûáîð ìàññ ïðîèçâîëüíûé, ïîìèìî äâóõ óñëîâèé: m2
1 ìû áåðåì íóëåâûì, ÷òîáû

óâèäåòü ïîÿâëåíèå è èñ÷åçíîâåíèå äóõà íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè, à m2
4 âûáðàíî

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìû ìîãëè èçìåíÿòü åãî âîêðóã êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ,

∆ ≡ m2
0(m2

3 −m2
2)−m4

4 = 0 (228)

òåì ñàìûì ïîëó÷àÿ èíòåðåñíóþ áèôóðêàöèþ. Â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå êðèòè÷å-
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ñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà m2
4 áóäåò ðàâíî m0

√
m2

3 −m2
2 = 2

√
2 = 2.828427 . . ..

Ìû íà÷íåì äâèæåíèå ïî ëèíèè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ îò òî÷êè m2
4 =

2.64. Ïåðâûì äåëîì, ìû ñìîòðèì íà äâóìåðíûé ãðàôèê ω2
crit(

~k2), íà êîòîðûé,

â çàâèñèìîñòè îò èìïóëüñà ~k2, íàíåñåíû òðè êðèòè÷åñêèå òî÷êè α, β, γ � òðè

íóëÿ äèñêðèìèíàíòà discrim
(
C(λ)

)
. Ïîñëå ýòîãî, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 13,

â êàæäîé òî÷êå ïîñëåäíåãî ãðàôèêà (ïðè ðàçëè÷íûõ ~k2) ìû èçó÷àåì äâóìåð-

íûé ãðàôèê λ(−ω2) � ãðàôèê ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå,

êîãäà m2
4 = 2.64, ãðàôèê äèñêðèìèíàíòîâ ñîäåðæèò òîëüêî îäíó äåéñòâèòåëü-

íóþ âåòâü, è íà ãðàôèêå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìîæíî âèäåòü òîëüêî îäíó òî÷-

êó âåòâëåíèÿ α. Íà äîïîëíèòåëüíîì ðèñóíêå òàêæå ïðåäñòàâëåíà óâåëè÷åííàÿ

îêðåñòíîñòü α (íåèíòåðåñíàÿ âåòâü òàì íå ïîêàçàíà). Èç ýòîãî ðèñóíêà ïîíÿòíî,

÷òî íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè åñòü åäèíñòâåííûé ñêàëÿð, êîòîðûé ðàñïîëîæåí

ïðè ω2 = 0 è ÿâëÿåòñÿ äóõîì, ïîñêîëüêó íàêëîí â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ àáñöèññû

îòðèöàòåëüíûé. Íà ñàìîì äåëå, ýòî � òî ñàìîå ýêçîòè÷åñêîå âîçáóæäåíèå, êî-

òîðîå îäíîâðåìåííî è ïåðåíîñèò ìãíîâåííîå âçàèìîäåéñòâèå ω2 = 0, è ÿâëÿåòñÿ

äóõîì, òàê êàê dλ/dω2 < 0 íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè. Åãî äèñïåðñèîííîå ñîîò-

íîøåíèå ìû óæå îáñóæäàëè, îíî èìååò âèä −ω2~k2 = iε. Òàêèì îáðàçîì, íàøè

àíàëèòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ ïîäòâåðæäàþòñÿ ÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè, ãðàôèêà-

ìè. Íà ñàìîì äåëå, ýòî âîçìóùåíèå îñòàåòñÿ àíàëîãè÷íûì ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ

m2
4, òîëüêî êîýôôèöèåíòû â ëåâîé ÷àñòè ñòàíîâÿòñÿ ñëîæíûìè ôóíêöèÿìè ~k2

è ìîãóò äàæå ìåíÿòü çíàê ïðè èçìåíåíèè ~k2. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë òàêèõ âîçáóæ-

äåíèé ïîêà íå äî êîíöà èçó÷åí.

Òåïåðü ìû íà÷èíàåì óâåëè÷èâàòü m2
4. Ïðè m

2
4 = 2.828428 . . ., à ýòî êàê ðàç

êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ∆ = 0, ïîÿâëÿþòñÿ åùå äâå âåòâè íà ãðàôèêå äèñêðè-

ìèíàíòîâ (ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ m2
4 îíè áûëè êîìïëåêñíûìè

10), ïîñëå ýòîãî

îíè äîñòàòî÷íî áûñòðî ðàçäåëÿþòñÿ, ìû ïðèâîäèì ïðèìåð ïðè m2
4 = 2.9. Âèä-

10Âèäíî, ÷òî äâå êîìïëåêñíûå âåòâè áëèçêè ê òîìó, ÷òîáû ñòàòü äåéñòâèòåëüíûìè, åñëè

ïîñìîòðåòü íà ãðàôèê ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðè m2
4 = 2.64 è ~k2 = 6. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷òî-òî

äîëæíî ïðîèçîéòè � òàêîå ïîâåäåíèå óêàçûâàåò íà áëèçîñòü íóëÿ äèñêðèìèíàíòà (ïðîñòî îí

ïîêà åùå íå âèäåí â äåéñòâèòåëüíîé ïëîñêîñòè).
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íî, ÷òî ïðè ýòîì çíà÷åíèè m2
4 îäíà èç äâóõ íîâûõ âåòâåé ñîåäèíÿåòñÿ ñî ñòàðîé

ïðè ~k2 ≈ 2 � ýòî îòðàæàåòñÿ â ñâîéñòâàõ ãðàôèêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Êîãäà ìû óâåëè÷èâàåì çíà÷åíèåm2
4 äî çíà÷åíèÿ 3.53553 . . ., äâå äðóãèå âåòâè

òîæå ñîåäèíÿþòñÿ. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

âûãëÿäÿò äîâîëüíî èíòåðåñíî, îíè ïîêàçàíû óâåëè÷åííûìè íà ðèñóíêå 14. Âèä-

íî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ~k2, ñêàëÿð íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè ïðè äîñòèæåíèè

çíà÷åíèÿ ~k2 = 1.623759 . . . ïðåâðàùàåòñÿ èç îáû÷íîé ÷àñòèöû â äóõ, à ïîòîì

îáðàòíî â îáû÷íóþ ÷àñòèöó ïðè ~k2 = 11.39337 . . .. Çàìåòèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå

âåòâåé íà ãðàôèêå äèñêðèìèíàíòîâ ïðè ~k2 ≈ 3.85 íå âûçûâàåò ïðèíöèïèàëü-

íûõ èçìåíåíèé íà ãðàôèêå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïîñêîëüêó ýòî ïåðåñå÷åíèå,

à íå ñëèÿíèå âåòâåé.
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Ðèñ. 10: Çàâèñèìîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îò −ω2 äëÿ m2
0 = 4, m2

1 = 0, m2
2 = 4, m2

3 = 6,

m2
4 = 3.53553 . . . è ðàçëè÷íûõ ~k2. Íàêëîí êðèâîé λ(−ω2) ïðè λ = 0 (ìàññîâàÿ ïîâåðõíîñòü)

ìåíÿåòñÿ ñ ïîëîæèòåëüíîãî íà îòðèöàòåëüíûé è îáðàòíî. Ýòî ïîêàçûâàåò íàëè÷èå îáëàñòè â

ïðîñòðàíñòâå ~k2, â êîòîðîé ÷àñòèöà âåäåò ñåáÿ êàê äóõ, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðèñóíêîì 14.
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Ðèñ. 11: Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îò ω2 äëÿ k2 = 1 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé

ìàññm1 èm0. Íà ëåâûõ ãðàôèêàõ (ñâåðõó âíèç) ìàññû ðàâíû:m2
0 = 0,m2

1 = 2,m2
2 = 4,m2

3 = 6,

m2
4 = 0; m2

0 = 10, m2
1 = 2, m2

2 = 4, m2
3 = 6, m2

4 = 0; m2
0 = 10, m2

1 = −2, m2
2 = 4, m2

3 = 6, m2
4 = 0.

Àíàëîãè÷íî íà ïðàâûõ: m2
0 = 10, m2

1 = 0, m2
2 = 4, m2

3 = 6, m2
4 = 0; m2

0 = −10, m2
1 = −2,

m2
2 = 4, m2

3 = 6, m2
4 = 0; m2

0 = −10, m2
1 = 2, m2

2 = 4, m2
3 = 6, m2

4 = 0. Òàêèì îáðàçîì, äâà

âåðõíèõ ãðàôèêà îòâå÷àþò ñëó÷àþ, êîãäà îäíà èç ìàññ íóëåâàÿ.
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Ðèñ. 12: èçìåíåíèå êðèâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ ðèñóíêà 10 ïðè èçìåíåíèè ìàññû m4:

m2
4 = 3; 2.82843; 2.64575 (ñëåâà íàïðàâî). Ìàñøòàá íà ñðåäíåì ãðàôèêå îòëè÷àåòñÿ îò îñòàëü-

íûõ.



Ðèñ. 13:



Ðèñ. 14:



Ðèñ. 15:



Ðèñ. 16:
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