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Введение

Научный процесс конца XX-го и начала XXI-го веков – это во многом по

пытка объединения различных областей человеческого знания. При этом дан

ные области могут находиться друг с другом в совершенно разных как каче

ственных, так и количественных взаимоотношениях. Наибольший интерес, од

нако, представляет такой междисциплинарный синтез, в котором сочетаются

далёкие друг от друга концепции и идеи. Одна из таких областей, астрофизи

ка элементарных частиц [1–3], соединяет в себе наименьшие составные части

природы, элементарные частицы, с гигантскими космическими объектами, звёз

дами. Последние, в свою очередь, выступают в качестве своеобразных небесных

лабораторий [4–6] для изучения первых, тем самым предоставляя исследовате

лю доступ к экстремальным физическим условиям, которые недостижимы в

рамках наземных экспериментов с частицами.

Историю астрофизики элементарных частиц, пожалуй, стоит отсчитывать

от начала 1930-х годов. Сразу после открытия нейтрона в экспериментах Дж.

Чедвика в 1932-ом году [7] была предложена концепция нейтронной звезды.

Авторами этой идеи выступили как Л.Д. Ландау [8], так и независимо от него

В. Бааде и Ф. Цвикки [9]. Другой важнейшей вехой в развитии этой дисципли

ны стала регистрация межгалактических нейтрино в 1987 году, испущенных в

результате взрыва сверхновой SN1987A [10] в Большом Магеллановом Облаке,

минигалактике-спутнике Млечного Пути. Наконец, с той или иной степенью уве

ренности можно говорить о том, что окончательное становление астрофизики

элементарных частиц произошло в 2001-ом году после решения проблемы сол

нечных нейтрино [11]. В результате эксперимента в нейтринной обсерватории в

Садбери (Канада) была подтверждена идея Б.Понтекорво о нейтринных осцил

ляциях, что означало как наличие ненулевых параметров в лептонной матрице

смешивания, так и отличную от нуля массу нейтрино [12–14].

Стоит отметить, что в случае с экспериментом по регистрации осцилля
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ций нейтрино экспериментальная установка состояла фактически из двух ча

стей, первой из которых являлось Солнце, которое генерировало поток частиц

со стабильными во времени и пространстве свойствами, а в качестве второй

выступало непосредственно оборудование в Садбери. Такая конфигурация, где

звёзды выступают в качестве фабрик по производству частиц, является харак

терной для данной науки. Однако, параметры самих звёзд, такие как, например,

напряжённость магнитного поля, могут значительно варьировать, тем самым

существенно влияя на характер протекаемых процессов.

Анализ квантово-полевых процессов во внешних электромагнитных полях

требует точного учёта вклада этих полей в вычисляемые амплитуды. При этом,

по сравнению с бесполевым случаем, модификации подвергаются как полевые

функции одночастичных состояний, так и соответствующие пропагаторы [15].

При нахождении последних имеется два принципиально разных подхода. Пер

вый из них применяется в схеме канонического квантования [16] и основан на

использовании точных решений полевого уравнения:

𝐻(𝜕𝑋 , 𝑋)𝜓(𝑋) = 0 .

При этом для вычисления пропагатора требуется найти упорядоченное по вре

мени вакуумное среднее произведения построенных по этим решениям полевых

операторов:

𝐺(𝑋,𝑋 ′) = (−i) ⟨0|𝑇{𝜓(𝑋)𝜓*(𝑋 ′)} |0⟩ .

Стоит отметить, что в данном случае неотъемлемой частью вычислений являет

ся нормировка одночастичных состояний, а также (при рассмотрении частиц со

спином) их ортогонализация, за которой следует построение спиновой матрицы

плотности. Наличие всех этих вычислительных этапов способно значительно

усложнить процесс нахождения пропагатора, в особенности при исследовании

процессов во внешних полях.

Второй часто используемый подход для построения пропагаторов проис

текает из формализма континуального интеграла [17] и заключается в нахож
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дении решения так называемого пропагаторного уравнения. Это уравнение по

форме схоже с полевым уравнением, однако, вместо нуля в правой части оно

содержит четырёхмерную дельта-функцию от разности пространственно-вре

менных координат:

𝐻(𝜕𝑋 , 𝑋)𝐺(𝑋,𝑋 ′) = 𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) .

Упомянутые в контексте формализма канонического квантования вычислитель

ные этапы, связанные с нормировкой и ортогонализацией одночастичных состо

яний, а также процедура построения спиновой матрицы плотности, в данном

подходе отсутствуют, что во многом обеспечивается наличием дельта-функции.

Этот факт позволяет избежать ряда трудоёмких вычислений, что в особенности

актуально в случае больших как пространственно-временных, так и спиновых

размерностей.

В бесполевом случае пропагаторное уравнение решается с использованием

трансляционной инвариантности, что позволяет в один шаг перейти к фурье

образам обеих его частей:

𝐺(𝑋,𝑋 ′) = 𝐺(𝑋 −𝑋 ′) =

∫︁
𝑑4𝑝

(2𝜋)4
e−i(𝑝(𝑋−𝑋 ′))𝐺(𝑝) ,

𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) =

∫︁
𝑑4𝑝

(2𝜋)4
e−i(𝑝(𝑋−𝑋 ′)) .

Такая переформулировка задачи сводит исходное дифференциальное уравнение

к алгебраическому, что сразу же приводит нас к ответу в импульсном представ

лении:

𝐺(𝑝) =
1

𝐻(𝑝)
.

Однако, при наличии внешнего электромагнитного поля трансляционная

инвариантность (частично) нарушается, и описанный подход становится непри

менимым. Тем не менее для ряда конфигураций внешнего поля данная задача

сохраняет достаточную степень симметрии, тем самым позволяя получить её

точное аналитическое решение.
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Одним из зарекомендовавших себя подходов для решения пропагаторного

уравнения в этом случае является метод, разработанный Дж.Швингером [18] на

основе формализма собственного времени В. Фока [19]. В основе классического

метода Фока–Швингера (ФШ) лежит представление искомого пропагатора в

следующем интегральном виде:

𝐺(𝑋,𝑋 ′) = (−i)

0∫︁
−∞

d𝜏 𝑈(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) .

Тем самым задача нахождения неизвестной функции 𝐺(𝑋,𝑋 ′) сводится к зада

че определения другой неизвестной функции 𝑈(𝑋,𝑋 ′; 𝜏), уравнение на которую

может быть получено путём наложения некоторых естественных условий (см.

Главу 1).

Однако, применение метода ФШ в ряде случаев может быть сопряжено

с определёнными трудностями. Во-первых, сам процесс построения швингеров

ской формы пропагатора не является тривиальным, включая в себя существен

ное число вычислительных этапов. Во-вторых, получающееся в результате его

использования выражение оказывается записанным в координатном представ

лении. В связи с тем, что для значительного числа задач более предпочтитель

ным оказывается использование импульсного представления, это влечёт за со

бой необходимость выполнять соответствующие преобразования Фурье. В-тре

тьих, на всех вычислительных стадиях (вплоть до финального результата) при

сущие данной задаче квантовые числа фактически оказываются скрыты в соот

ветствующих математических конструкциях, а интегральная параметризация

через параметр собственного времени является плохо интерпретируемой. При

этом переход от швингеровской формы к параметризации (например, разло

жению в ряд) с задействованием этих квантовых чисел (например, уровней

Ландау) составляет трудоёмкую (хоть и разрешимую) задачу.

В связи с этим в данной диссертации представлена разработанная соиска

телем модификация классического метода Фока–Швингера, которая позволяет
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во многом решить обозначенные выше проблемы. Модифицированный метод

Фока–Швингера (МФШ) вобрал в себя некоторые аспекты как исходного мето

да ФШ, так и подхода в рамках формализма канонического квантования. Как

было показано в рамках данной работы на примере задач во внешнем постоян

ном однородном магнитном поле (а также для случая частицы во вращающейся

среде), это приводит к существенному упрощению вычислительного процесса,

что при использовании метода МФШ для прочих физических конфигураций

может в значительной степени понижать порог входа в соответствующую про

блематику.

Актуальность темы исследования.

В настоящее время, благодаря значительному росту наблюдательных данных,

астрофизика элементарных частиц активно развивается. При рассмотрении раз

нообразных астрофизических конфигураций наличие внешних полей является

скорее нормой, нежели исключением. В первую очередь это касается магнит

ных полей, которые проявляются как на разных пространственных масштабах

(до ∼ 100 килопарсек), так и в широком диапазоне интенсивностей (от ∼ 10−21

Гс до ∼ 1017 Гс) [20–23]. Для соответствующих квантово-полевых процессов в

таком случае принято говорить о наличии внешней активной среды [15, 24, 25],

непосредственно влияющей на их протекание.

Типичным её проявлением является снятие кинематического запрета на

ряд реакций в сильном магнитном поле. К таковым относятся распад фотона на

электрон-позитронную пару 𝛾 → 𝑒−𝑒+ [26], расщепление фотона на два фотона

𝛾 → 𝛾𝛾 [27–37], образование электрон-позитронной пары из нейтрино 𝜈 →

𝜈𝑒−𝑒+ [38–46], черенковское излучение нейтрино 𝜈 → 𝜈𝛾 [47–50], распад фотона

на пару нейтрино-антинейтрино 𝛾 → 𝜈𝜈 [47–49, 51, 52], распад аксиона 𝑎→ 𝑓𝑓

[53], а также некоторые другие процессы.

Для данного рода задач существуют характерные масштабы напряжён

ности магнитного поля, которые естественным образом возникают в процессе
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вычислений. Например, для постоянного магнитного поля одним из таковых

является критическое (швингеровское) значение напряжённости:

𝐵𝑒 = 𝑚2
𝑒/𝑒 ≈ 4.4× 1013 Гс ,

которое является квантующим для электрона. Магнитные поля с напряжённо

стью порядка 𝐵𝑒 непосредственно связаны с магнитарами, то есть нейтронными

звёздами, эволюция которых происходит при значительном влиянии магнито

сферы [54–60].

Второй характерный масштаб определяется массой W-бозона:

𝐵𝑊 = 𝑚2
𝑊/𝑒 ≈ 1.1× 1024 Гс .

При таких огромных значениях поля встаёт вопрос о применимости Стандарт

ной Модели, например, для описания электрослабого вакуума. В работе [61] при

анализе пропагаторов заряженных частиц во внешнем постоянном однородном

магнитом поле было обнаружено, что для массивного векторного бозона при

значениях напряжённости поля 𝐵 > 𝐵𝑊 имеет место так называемая неста

бильность вакуума. Однако, в работе [62] при вычислении эффективной массы

𝑊–бозона было показано, что радиационные поправки препятствуют нестабиль

ности вакуума.

Другими важными примерами проявления столь сильных полей (помимо

астрофизических конфигураций) являются электромагнитные волны высокой

интенсивности, генерируемые системой лазеров [63–66], а также эксперименты

на современных коллайдерах, например, с нецентральными столкновениями тя

жёлых ионов [67–70].

Наконец, заметим, что среди всевозможных конфигураций внешнего элек

тромагнитного поля в последние годы сильно возрос интерес к случаю сверх

сильного электрического поля, тесно связанному с так называемым швингеров

ским рождением электрон-позитронных пар (эффект Саутера-Швингера [18,

71, 72]). Соответствующий масштаб напряжённости электрического поля опре
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деляется пороговой энергией рождения швингеровской пары:

𝐸𝑠 = 2𝑚2
𝑒/𝑒 ≈ 2.64× 1018В/м .

Помимо классического 3+1–мерного пространства Минковского, данный эф

фект был исследован также в пространстве де Ситтера [73–75] и анти-де Сит

тера [76–78]. В дополнение к случаю постоянного однородного электрического

поля в литературе обсуждается как конфигурация с переменным [79], так и с

неоднородным [80] электрическим полем. Кроме того, рассматриваются всевоз

можные модуляции внешнего электрического поля, например, путём добавки

более слабого пульсирующего электрического поля [81, 82], магнитного поля

[83], поля плоской электромагнитной волны [84], а также за счёт внедрения

термального фона [85] и фонового поля аксионов [86].

Для исследования всех упомянутых выше конфигураций внешнего элек

тромагнитного поля (а также многих других) важным является знание про

пагаторов участвующих в процессах частиц. Из соответствующей задачи для

внешнего постоянного магнитного поля мы знаем, что имеется разнообразие

всевозможных их представлений. Пропагатор, во-первых, может быть записан

либо в импульсном либо в координатном представлении, а во-вторых, влияние

поля может быть описано посредством того или иного разложения, то есть в

ряд по уровням Ландау или же в виде интеграла по параметру собственного

времени.

Традиционно в квантовой теории поля превалирует импульсная парадиг

ма. Это связано с удобством представления амплитуд процессов в импульсном

пространстве посредством соответствующих диаграмм Фейнмана [16]. Поэтому

важной характеристикой того или иного метода построения пропагаторов яв

ляется его способность давать выражения для пропагатора максимально при

ближенные к импульсному представлению. В противном случае, требуется вы

полнение ряда (не всегда тривиальных) преобразований, что в целом повышает

трудоёмкость вычислительного процесса, а также делает его менее прозрачным.
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Однако, стоит заметить, что для ряда задач координатное представление

оказывается более предпочтительным, так как позволяет упростить вычисле

ние соответствующих петлевых интегралов. В частности, это относится к ин

тегралам, возникающим при рассмотрении диаграмм sunset-типа, которые мо

гут быть эффективно вычислены для сколь угодно большого числа петель.

Для этих диаграмм был разработан специальный метод, основанный на исполь

зовании координатного представления пропагаторов [87–90]. Он предполагает

применение рекуррентных соотношений, возникающих при интегрировании по

частям в рамках формализма размерной регуляризации [91, 92]. Конечный ре

зультат в данном подходе выражается через немногочисленное семейство основ

ных однопараметрических интегралов. Значения этих интегралов могут быть

несложным образом найдены (аналитически либо численно), в то время как

выражение диаграмм через эти интегралы требует лишь алгебраических мани

пуляций [93]. Запись конечного ответа через интегралы простого вида является

важным не только с аналитической, но и с вычислительной точки зрения, так

как это позволяет избежать ряда численных ошибок, накопление которых ха

рактерно при работе с интегралами высокой кратности.

Удобство работы с пропагаторами в координатном представлении проявля

ется также в том, что в нём (аналогично импульсному представлению) является

возможной регуляризация расходимостей. Например, метод регуляризации пу

тём ограничения пространственной области интегрирования с использованием

экспоненциального множителя с масштабным параметром был рассмотрен в

[94]. Это дало результатом компактные выражения для интегралов от произве

дений и степеней различных функций Бесселя, которые часто встречаются при

исследовании петлевых диаграмм sunset-типа. В работе [95] была продемонстри

рована схема размерной регуляризации в координатном представлении, которая

заключалась в контроле порядка 𝜈 функций Бесселя. Сопутствущие выраже

ния имели расходимость в начале координат, и представляли собой выражения,

зависящие от 𝜈-ой степени пространственно-временного интервала. Описанный
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в данной работе метод был успешно применён как для пропагатора безмассовой

частицы, так и для массивного случая. Авторы отмечают, что основным пре

имуществом размерной регуляризации в координатном пространстве является

аналитическая зависимость выражений от порядка функции Бесселя 𝜈. Хотя

такой подход, конечно же, не избавляет от ультрафиолетовых расходимостей

(которые проявляются как полюса 𝜈-аналитической функции), прочие возни

кающие с расходимостями проблемы оказываются устранимы в том или ином

смысле.

Типичной из таковых является проблема произведения обобщённых функ

ций [96], к классу которых собственно и относятся пропагаторы частиц в кван

товой теории поля. Говоря строго математически, произведение обобщённых

функций с совпадающими сингулярностями не является вполне определённым

объектом. Поэтому рассмотрение выражений (возникающих при исследовании

петлевых диаграмм) с произведениями и степенями пропагаторов требует осо

бой аккуратности. В частности, требуется доопределение этих операций таким

образом, чтобы они не выводили из рассматриваемого класса обобщённых функ

ций. В рамках предложенного в работе [95] подхода это достигается путём вы

бора определённой области на комплексной 𝜈-плоскости, внутри которой опе

рации произведения и степени пропагаторов вводятся естественным образом.

Результатом же этих операций в полной области аналитичности считается их

аналитическое продолжение на всю эту область согласно методу из [97]. Полу

ченное таким образом выражение может в дальнейшем быть рассмотрено без

дополнительных проблем с сингулярностями, например, уже в импульсном про

странстве.

Наконец, стоит отметить, что методы нахождения пропагаторов во внеш

них электромагнитных полях применимы и для задач в криволинейных коорди

натах [98], в частности, в искривлённом пространстве-времени. Это объясняется

единством математического описания соответствующих физических конфигу

раций через аппарат ковариантной производной.
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Всё вышесказанное свидетельствует об исключительной важности изуче

ния всевозможных представлений пропагаторов частиц в различных физиче

ских конфигурациях, а также о необходимости развития соответствующих ме

тодов их построения.

Степень разработанности темы исследования.

История нахождения пропагаторов заряженных частиц во внешних электромаг

нитных полях берёт своё начало во многом со статьи ДжулианаШвингера [18], в

которой был впервые предложен в общем виде классический метод Фока–Швин

гера [99]. В данной работе было также получено выражение для пропагатора

электрона в координатном представлении в виде интеграла по параметру соб

ственного времени для случая постоянного электромагнитного поля (а также

поля плоской электромагнитной волны), из которого можно вывести формулу

для частного случая постоянного магнитного поля.

Среди других форм пропагатора электрона в постоянном однородном маг

нитном поле стоит отметить (i) результат из публикации [100], в которой был

рассмотрен случай сверхсильного магнитного поля и оценен вклад основного

уровня Ландау, (ii) разложение в ряд по величине напряженности магнитно

го поля из работы [101], а также (iii) представление, полученное в статье [102]

переходом от швингеровской формы к разложению в ряд по целочисленному

параметру, где полюса членов ряда соответствовали уровням Ландау. В послед

нем случае справедливость интерпретации разложения в ряд как разложения

по уровням Ландау была подтверждена в [103] путём построения пропагатора

исходя из точных решений уравнения Дирака.

Помимо фермиона, известны пропагаторы и для других заряженных ча

стиц в присутствии внешнего постоянного однородного магнитного поля, а имен

но, для скалярной частицы [104] и для массивного векторного бозона. В послед

нем случае выражения пропагатора были получены как методом Фока–Швинге

ра [105] (см. также [106]) в произвольной 𝜉-калибровке, так и с использованием
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точных решений полевого уравнения [107] в калибровке Фейнмана (𝜉 = 1).

В работе [108] (см. также [15]) было выполнено интегрирование результата из

[105] по параметру собственного времени, что дало выражение, совпадающее

при 𝜉 = 1 с формулой из [107].

Наконец, имеются аналитические выражения пропагатора для иных важ

ных конфигураций электромагнитного поля. В первую очередь это касается

случая плоской электромагнитной волны. Помимо ранее указанного результата

из статьи Дж. Швингера, имеются и другие формы пропагатора уравнения Ди

рака в поле внешней плоской волны [109–116]. Эти выражения могут находить

непосредственное применение при анализе таких процессов второго порядка,

как, например, нелинейное двойное комптоновское рассеяние. Кроме того, дан

ный пропагатор необходим для изучения радиационных поправок в процессах

с наличием электромагнитных полей от лазерных установок, что достигается

вычислением массового [117] и поляризационного [118, 119] операторов. Эти

операторы широко использовались при исследовании радиационных поправок

и поляризации вакуума в поле плоской электромагнитной волны, а также для

нахождения скорости рождения пар Брейта–Уилера с использованием оптиче

ской теоремы [120].

При проведении вычислений для ряда физических конфигураций, напри

мер, при достаточно малых либо достаточно больших (по сравнению с рассмот

ренными выше масштабами) значениях величины магнитного поля, становятся

возможными некоторые упрощения, в частности, обрезание ряда по уровням

Ландау. Однако, имеется ряд прецедентов, когда непонимание особенностей

этих конфигураций приводило к неверным результатам. Например, вычисле

ние оператора собственной энергии нейтрино в магнитном поле было проведе

но в [121, 122] путём анализа однопетлевой диаграммы 𝜈 → 𝑒−𝑊+ → 𝜈. При

этом авторы ограничились только лишь вкладом основного уровня Ландау в

итоговое выражение пропагатора электрона. Как было показано в [123], в этом

случае вклад основного уровня Ландау не является доминирующим из-за боль
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шой виртуальности электрона, что обязывает учитывать вклады других уров

ней Ландау, величины которых были того же порядка. Игнорирование данного

факт привело авторов [121, 122] к неверным результатам.

Другим схожим примером является попытка оценить вероятность распа

да нейтрино 𝜈 → 𝑒−𝑊+ во внешнем магнитном поле в пределе сверхболь

ших энергий нейтрино через мнимую часть однопетлевой амплитуды процесса

𝜈 → 𝑒−𝑊+ → 𝜈. Изначально выражение для данной вероятности было по

лучено в работе [124]. Далее, вычисления были повторены в статье [125], где

авторы настаивали на другом результате. Наконец, независимая проверка [126]

подтвердила изначальный результат из работы [124]. Наиболее вероятной прич

ной ошибки в [125] видится использование лишь линейных (по интенсивности

магнитного поля) членов разложения пропагатора 𝑊 -бозона, в то время как

квадратичные члены тоже давали существенный вклад.

Всё вышесказанное, с одной стороны, подчёркивает немалую степень раз

работанности темы исследования, а с другой, свидетельствует о важности как

использования более простых и наглядных выражений пропагаторов, так и раз

работки методов их нахождения.

Цели и задачи диссертационной работы.

� Выполнить сравнительный анализ существующих методов нахождения

пропагаторов заряженных частиц во внешних электромагнитных полях

на предмет их вычислительной сложности, а также в контексте приме

нения полученных представлений пропагаторов для конкретных физиче

ских задач.

� Исследовать действие экспоненциального оператора, возникающего в рам

ках классического метода Фока–Швингера, на дельта-функцию от разно

сти пространственно-временных координат из правой части пропагатор

ного уравнения.
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� Используя разработанную модификацию классического метода Фока–Швин

гера, получить выражения для пропагаторов заряженных частиц (скаля

ра, фермиона и массивного векторного бозона в произвольной 𝜉-калибровке)

во внешнем постоянном однородном магнитном поле в импульсном пред

ставлении в виде разложения в ряд по уровням Ландау.

� Получить выражения для координатного представления пропагаторов за

ряженных частиц (скаляра, фермиона и массивного векторного бозона

в произвольной 𝜉-калибровке) во внешнем постоянном однородном маг

нитном поле в виде разложения в ряд по уровням Ландау. Рассмотреть

разные методы нахождения координатного представления.

� Изучить свойства найденных представлений пропагаторов заряженных

частиц во внешнем постоянном однородном магнитном поле в виде раз

ложения в ряд по уровням Ландау.

Научная новизна.

� Разработана в общем виде модификация классического метода Фока–Швин

гера для решения пропагаторного уравнения.

� Впервые применён разработанный модифицированный метод Фока–Швин

гера для нахождения импульсного представления пропагаторов заряжен

ных частиц (скаляра, фермиона и массивного векторного бозона в про

извольной 𝜉-калибровке) во внешнем постоянном однородном магнитном

поле в виде разложения в ряд по уровням Ландау.

� Впервые найдено в общем виде представление пропагаторов заряженных

частиц со спином (фермиона и массивного векторного бозона в произ

вольной 𝜉-калибровке) во внешнем произвольном постоянном однородном

электромагнитном поле в виде интеграла по параметру собственного вре

мени от серии коммутирующих экспоненциальных операторов, действу
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ющих на четырёхмерную дельта-функцию от разности пространственно

временных координат из правой части пропагаторного уравнения.

� Впервые найдено координатное представление пропагаторов заряженных

частиц (скаляра, фермиона и массивного векторного бозона в произволь

ной 𝜉-калибровке) во внешнем постоянном однородном магнитном поле в

виде разложения в ряд по уровням Ландау.

� Впервые обнаружен эффект влияния радиальной координаты из двумер

ной евклидовой плоскости (перпендикулярной направлению магнитного

поля) на полную амплитуду пропагатора косвенно через номер уровня

Ландау.

� Предложенный модифицированный метод Фока–Швингера прошёл неза

висимую проверку сторонней группой авторов, в работе которой с его ис

пользованием был найден пропагатор фермиона во вращающейся среде.

Теоретическая и практическая значимость.

Результаты, изложенные в настоящей диссертации, обладают как теоретиче

ской, так и практической ценностью. Их значимость для теоретических иссле

дований, во-первых, заключается в разработке нового метода построения про

пагаторов, который сочетает в себе отдельные особенности как формализма

канонического квантования, так и классического метода Фока–Швингера. Во

вторых, полученные в самом общем виде представления пропагаторов могут

использоваться для теоретического анализа выражений в тех случаях, где не

требуется их явный вид.

Напротив, конкретные выражения пропагаторов, представленные в дан

ной работе, полезны с практической точки зрения для вычисления амплитуд

процессов во внешнем постоянном однородном магнитном поле. При этом ис

пользоваться может как зарекомендовавшее себя в квантово-полевых расчётах

импульсное представление, так и перспективное для некоторых классов диа
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грамм координатное представление. Наконец, определённой практической цен

ностью обладают не только полученные в рамках данной диссертации конечные

формулы в виде разложения в ряд по уровням Ландау, но и несколько удобных

промежуточных выражений.

Методология и методы исследования.

При выполнении данной работы использовались общие методы как квантовой

теории поля, так и теории дифференциальных уравнений в частных производ

ных, а также более специализированные подходы, такие как (i) методы кван

товой теории поля во внешних полях, (ii) методы теории обобщённых функ

ций, (iii) элементы теории специальных функций математической физики. В

частности, пропагаторы заряженных частиц вычислялись как с использованием

формализма канонического квантования, так и путём решения пропагаторного

уравнения, возникающего в рамках формализма континуального интеграла. В

последнем случае использовался как классический метод собственного времени

Фока–Швингера, так и разработанная в рамках данной работы его модифика

ция. При этом всецело применялись различные представления дельта-функции

в виде сумм и интегралов, а возникающие интегральные и дифференциальные

выражения вычислялись с использованием свойств специальных функций ма

тематической физики.

Положения, выносимые на защиту.

� Разработана в общем виде модификация классического метода Фока–Швин

гера для решения пропагаторных уравнений.

� Впервые применён разработанный модифицированный метод Фока–Швин

гера для нахождения импульсного представления пропагаторов заряжен

ных частиц (скаляра, фермиона и массивного векторного бозона в про

извольной 𝜉-калибровке) во внешнем постоянном однородном магнитном
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поле в виде разложения по уровням Ландау.

� Впервые найдено в общем виде представление пропагаторов заряженных

частиц со спином (фермиона и массивного векторного бозона в произволь

ной 𝜉-калибровке) во внешнем произвольном постоянном однородном элек

тромагнитном поле в виде интеграла по параметру собственного време

ни от серии коммутирующих экспоненциальных операторов, действующих

на четырёхмерную дельта-функцию от разности пространственно-времен

ных координат из правой части пропагаторного уравнения.

� Впервые найдено координатное представление пропагаторов заряженных

частиц (скаляра, фермиона и массивного векторного бозона в произволь

ной 𝜉-калибровке) во внешнем постоянном однородном магнитном поле в

виде разложения в ряд по уровням Ландау.

� Исследованы некоторые свойства представления пропагаторов заряжен

ных частиц в постоянном однородном магнитном поле в виде разложения

в ряд по уровням Ландау, в частности впервые обнаружен эффект влия

ния радиальной координаты из двумерной евклидовой плоскости (перпен

дикулярной направлению магнитного поля) на полную амплитуду пропа

гатора косвенно через номер уровня Ландау.

Степень достоверности и апробация результатов.

Основные результаты работы докладывались лично автором на следующих рос

сийских и международных конференциях, школах и семинарах:

� 4th International Conference on Particle Physics and Astrophysics (г.Москва,

НИЯУ МИФИ, 22-26 октября 2018 г.)

� Всероссийская с международным участием молодежная научно-практи

ческая конференция "Физика, техника и технология сложных систем".

Ярославль, 22-30 апреля 2019 г.
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� Moscow International School of Physics 2020. 3-9 March 2020. HSE Study

Center “Voronovo”

� Всероссийская с международным участием молодежная научно-практи

ческая конференция "Физика, техника и технология сложных систем".

Ярославль, 20-30 апреля 2020 г.

� 5th International Conference on Particle Physics and Astrophysics (г.Москва,

НИЯУ МИФИ, 5-9 октября 2020 г.)

� Virtual Workshop on the Schwinger Effect and Strong Field Physics. January

18-29, 2021. Yukawa Institute for Theoretical Physics, Kyoto University

� Всероссийская с международным участием молодежная научно-практи

ческая конференция "Физика, техника и технология сложных систем".

Ярославль, 22-30 апреля 2021 г.

Публикации.

Материалы диссертации представлены в 6 работах. Из них 4 были опубликова

ны [127–130] в международных рецензируемых (и включенных в индексы цити

рования Scopus и Web of Science) журналах из списка, рекомендованного ВАК

для публикации результатов кандидатских и докторских диссертаций:

� S. N. Iablokov and A. V. Kuznetsov, Charged massive vector boson propagator

in a constant magnetic field in arbitrary 𝜉-gauge obtained using the modified

Fock-Schwinger method // Phys. Rev. D 102 (2020) no.9. P. 096015.

� S. N. Iablokov and A. V. Kuznetsov, Position-space representation of charged

particles’ propagators in a constant magnetic field as an expansion over Landau

levels // Eur. Phys. J. C 82, 193 (2022).

� S. N. Iablokov and A. V. Kuznetsov, Exponential operator method for finding

exact solutions of the propagator equation in the presence of a magnetic field

// J. Phys. Conf. Ser. 1390 (2019) no.1. P. 012078.
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� S. N. Iablokov and A. V. Kuznetsov, Coordinate-space representation of a

charged scalar particle propagator in a constant magnetic field expanded as a

sum over the Landau levels // J. Phys. Conf. Ser. 1690 (2020) no.1. P. 012087.

Также имеются 2 публикации [131, 132] в сборниках тезисов конференций:

� Яблоков С. Н. Построение пропагаторов модифицированным методом соб

ственного времени Фока-Швингера // Физика, техника и технология слож

ных систем : тез. докл. конф. / под ред.: С. П. Зимина, А. С. Гвоздарёва;

Яросл. гос. ун-т им. П. Г. Демидова. – Ярославль, ЯрГУ, 2019. С. 70-71.

� Яблоков С. Н. Построение пропагатора заряженного векторного бозона во

внешнем постоянном магнитном поле модифицированным методом Фока

Швингера // Физика, техника и технология сложных систем : тез. докл.

конф. / под ред.: С. П. Зимина, А. С. Гвоздарёва; Яросл. гос. ун-т им. П.

Г. Демидова. – Ярославль, ЯрГУ, 2020. С. 75-76.

Личный вклад автора.

Содержание диссертации и основные положения, выносимые на защиту, отража

ют персональный вклад автора в опубликованные работы. Все представленные

в диссертации результаты получены лично автором. А именно, соискателем был

разработан в общем виде модифицированный метод Фока–Швингера, получе

ны разнообразные представления пропагаторов заряженных частиц (скаляра,

фермиона и массивного векторного бозона в произвольной 𝜉-калибровке) во

внешнем постоянном однородном магнитном поле, а также изучены некоторые

свойства этих представлений. Подготовка к публикации полученных результа

тов проводилась совместно с соавторами, причем вклад соискателя был опреде

ляющим. Результаты проведённых научных исследований вошли в специальный

курс, читаемый на кафедре теоретической физики физического факультета Яр

ГУ им. П.Г.Демидова (г.Ярославль).
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Структура и объем диссертации.

Данная диссертация посвящена развитию методов построения пропагато

ров заряженных частиц во внешних электромагнитных полях, в частности, мо

дифицированному методу Фока–Швингера, который был представлен соиска

телем в работах [127–132]. Она состоит из введения, трёх глав, заключения и

библиографии. Общий объём диссертации составляет 110 страниц, из них 96

страниц текста, включая 1 рисунок. Библиография включает 150 наименова

ний на 14 страницах.

Во введении даётся краткая историческая справка, а также обсуждаются

значимые научные результаты, как те, что отражают степень разработанности

темы исследования, так и те, в контексте которых прослеживается актуальность

данной работы. За введением следует содержательная часть диссертации, состо

ящая из трёх глав.

В первой главе даётся достаточно подробное описание классического ме

тода Фока–Швингера (ФШ) для решения пропагаторных уравнений, а также,

в качестве примера, приводится его применение для нахождения швингеров

ского представления пропагатора скалярной заряженной частицы во внешнем

постоянном однородном магнитном поле. С одной стороны, соответствующий

раздел данной главы выступает в качестве справочного материала, а с дру

гой – закладывает основу и обоснование для разития модифицированного мето

да Фока–Швингера (МФШ). Будучи сформулированным в общем виде, метод

МФШ в дальнейшем используется для нахождения импульсного представления

пропагатора скалярной заряженной частицы во внешнем постоянном однород

ном магнитном поле в виде разложения в ряд по уровням Ландау. Получившее

ся в итоге выражение совпало с известной ранее формулой из литературы, что

служит косвенной проверкой предложенного метода. В заключении главы срав

ниваются (как с точки зрения общих свойств, так и в контексте рассмотренных

примеров) три подхода для нахождения пропагаторов (формализм каноническо
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го квантования, а также методы ФШ и МФШ), обсуждаются плюсы и минусы

каждого из них.

Вторая глава посвящена построению пропагаторов заряженных частиц

со спином (а именно, фермиона и массивного векторного бозона в произвольной

𝜉-калибровке) с использованием метода МФШ в импульсном представлении в

виде разложения в ряд по уровням Ландау. Для случая внешнего произвольного

постоянного однородного электромагнитного поля вычисляются коммутаторы

слагаемых из оператора в правой части пропагаторного уравнения. Благодаря

полученным коммутационным соотношениям удаётся провести разделение экс

поненциального оператора согласно формуле Бейкера–Кэмпбелла–Хаусдорфа.

В итоге для данной физической конфигурации это приводит нас к общему виду

представления пропагатора как интеграла по параметру собственного времени

от серии коммутирующих экспоненциальных операторов, последовательно дей

ствующих на дельта-функцию (из правой части пропагаторного уравнения) от

разности пространственно-временных координат. Далее, рассматривается част

ный случай постоянного однородного магнитного поля, для которого находятся

импульсные представления пропагаторов заряженных частиц со спином в виде

разложения в ряд по уровням Ландау. Наконец, приводится краткое описание

результата, полученного сторонней группой авторов, где ими был успешно при

менён метод МФШ для совершенно другой физической конфигурации, а имен

но, для решения задачи о нахождении пропагатора фермиона во вращающейся

среде.

В третьей главе рассматривается процесс построения координатного пред

ставления пропагаторов заряженных частиц во внешнем постоянном однород

ном магнитном поле в виде разложения в ряд по уровням Ландау. При этом

для скалярной частицы обсуждаются три подхода (в рамках формализма ка

нонического квантования, а также с использованием методов ФШ и МФШ),

дающие идентичные результаты. Будучи предпочтительным подходом для ча

стиц со спином, метод МФШ далее применяется для нахождения пропагаторов
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фермиона и массивного векторного бозона в произвольной 𝜉-калибровке. Нако

нец, проводится анализ взаимосвязи множителей в членах разложениия в ряд

по уровням Ландау, в рамках которого оценивается влияние радиальной коор

динаты (в евклидовой двумерной плоскости, перпендикулярной направлению

поля) на масштаб амплитуды пропагатора косвенно через номер уровня Лан

дау.

Наконец, в заключении подытоживаются полученные результаты, а так

же даётся краткая сравнительная характеристика известных методов нахожде

ния пропагаторов. В частности, обсуждаются достоинства и недостатки метода

МФШ, возможности его применения для решения иных задач, а также потен

циальные направления его развития.
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Основные обозначения, используемые в диссертации

Если отдельно не оговорено иное, то по-умолчанию используется метри

ческий тензор с сигнатурой (+,−,−,−), а также задействована естественная

система единиц ~ = 1, 𝑐 = 1 .

Электрический заряд: 𝑒 = |𝑒|. Знак заряда: 𝑄 = ±1. Масса частиц: 𝑚.

Помимо тензора электромагнитного поля 𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 (где 𝐴𝜈 –

4-потенциал электромагнитного поля), в случае постоянного однородного маг

нитного поля используется также обезразмеренный тензор: 𝜙𝜇𝜈 = 𝐹𝜇𝜈/𝐵 (где

𝐵 – величина напряжённости магнитного поля).

Матрицы Дирака 𝛾𝜇 выбраны в представлении Дирака:

𝛾0 =

⎡⎣𝐼 0

0 −𝐼

⎤⎦ , #�𝛾 =

⎡⎣ 0 #�𝜎

− #�𝜎 0

⎤⎦ ,

где 𝐼 – единичная матрица, а #�𝜎 – матрицы Паули.

У 4-векторов и тензоров, стоящих внутри круглых скобок, тензорные ин

дексы полагаются свернутыми последовательно, например:

(𝜙𝑍)𝜇 = 𝜙𝜇
𝜈𝑍

𝜈 , (𝑝𝜙𝜕) = 𝑝𝜇𝜙
𝜇
𝜈𝜕

𝜈 .



26

Глава 1

Классический и модифицированный методы

Фока–Швингера

1.1. Введение

В данной главе даётся достаточно подробное описание классического мето

да Фока–Швингера (ФШ) для решения пропагаторных уравнений, из которого

в дальнейшем развивается модифицированный метод Фока–Швингера (МФШ).

Метод МФШ был впервые опубликован соискателем в работе [127], и в даль

нейшем использовался в статьях [128–130]. Для иллюстрации вычислительных

аспектов, связанных с применением обоих методов, с их помощью находится

выражение для пропагатора скалярной заряженной частицы во внешнем посто

янном однородном магнитном поле. При этом в результате применения метода

ФШ получается выражение в координатном представлении в виде швингеров

ского интеграла по параметру собственного времени, а результатом применения

метода МФШ является импульсное представление в виде разложения в ряд по

уровням Ландау.

В процессе вычислений в рамках метода МФШ выводится ряд соотноше

ний, полезных при построении пропагаторов во внешнем постоянном однород

ном магнитном поле в виде разложения в ряд по уровням Ландау. Эти соот

ношения далее будут использованы при нахождении выражений пропагаторов

других частиц в тех или иных представлениях. В заключении главы приводит

ся сравнение соответствующих вычислительных этапов, обсуждаются преиму

щества метода МФШ перед методом ФШ, а также перед схемой построения

пропагатора в рамках формализма канонического квантования.
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1.2. Классический метод Фока–Швингера

1.2.1. Описание метода

Квантование полей в рамках формализма континуального интеграла при

водит к следующему дифференциальному уравнению на пропагатор рассмат

риваемой частицы:

𝐻(𝜕𝑋 , 𝑋)𝐺(𝑋,𝑋 ′) = 𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) , (1.1)

где 𝐻(𝜕𝑋 , 𝑋) – оператор соответствующего полевого уравнения.

В рамках данной главы коснёмся задачи только лишь для скалярной части

цы, а это означет, что𝐻 и𝐺 являются скалярными выражениями. Аналогичная

задача для частиц со спином решается схожим образом.

Заметим, что при наличии внешнего электромагнитного поля возникает

ряд трудностей в решении пропагаторного уравнения. Это связано с тем, что

нарушается трансляционная инвариантность, наличие которой в случае свобод

ных полей давало возможность перейти к фурье-образу. Однако, для некоторых

конфигураций внешнего электромагнитного поля сохраняется достаточное чис

ло симметрий, что позволяет получить точное аналитическое выражение про

пагатора. Этот факт находит отражение в одном из зарекомендовавших себя

методов решения пропагаторного уравнения – классическом методе собственно

го времени Фока–Швингера [18].

В его основе лежит представление искомого пропагатора в следующем ин

тегральном виде:

𝐺(𝑋,𝑋 ′) = (−i)

0∫︁
−∞

d𝜏 𝑈(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) . (1.2)

Тем самым задача нахождения неизвестной функции 𝐺(𝑋,𝑋 ′) сводится к зада

че определения другой неизвестной функции 𝑈(𝑋,𝑋 ′; 𝜏). Представление (1.2)

автоматически даёт нам условие, которому должна удовлетворять эта функция,
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а именно:

𝐻(𝜕𝑋 , 𝑋)𝐺(𝑋,𝑋 ′) = (−i)

0∫︁
−∞

d𝜏 𝐻(𝜕𝑋 , 𝑋)𝑈(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) = 𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) . (1.3)

Может так оказаться, что разные подынтегральные функции 𝑈(𝑋,𝑋 ′; 𝜏), бу

дучи проинтегрированными по 𝜏 , приведут к одному и тому же выражению

для пропагатора 𝐺(𝑋,𝑋 ′). Для решения (1.1) нужно найти хотя бы одну такую

𝑈(𝑋,𝑋 ′; 𝜏), поэтому мы вправе накладывать на неё любые разумные условия,

лишь бы выполнялось (1.3).

В рамках классического метода Фока–Швингера накладываются такие

условия, которые позволили бы провести аналитические выкладки для любо

го 𝐻. Для уточнения вида этих условий сперва заметим, что процедура анали

тического интегрирования сводится в конечном итоге к представлению подынте

гральной функции в виде производной по 𝜏 от некой другой функции𝑊 (𝑋,𝑋 ′; 𝜏).

При этом получающееся таким образом условие

𝜕𝜏𝑊 (𝑋,𝑋 ′; 𝜏) = 𝐻(𝜕𝑋 , 𝑋)𝑈(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) (1.4)

помимо искомой функции 𝑈(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) содержит ещё и саму эту неизвестную

функцию𝑊 (𝑋,𝑋 ′; 𝜏). Чтобы выражение (1.4) в итоге представляло собой (диф

ференциальное) уравнение лишь с одной неизвестной функцией (т.е. функцией

𝑈), мы должны дополнительно потребовать явную зависимость 𝑊 от 𝑈 . Од

ним из (тривиальных) вариантов такой зависимости является выбор 𝑊 = i𝑈 ,

приводящий к уравнению типа Шрёдингера:

i 𝜕𝜏𝑈(𝑋,𝑋
′; 𝜏) = 𝐻(𝜕𝑋 , 𝑋)𝑈(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) . (1.5)

Решение этого уравнения известно и записывается в следующем общем виде:

𝑈(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) = e−i 𝜏𝐻(𝜕𝑋 ,𝑋)𝐶(𝑋,𝑋 ′) , (1.6)

где возникающая при этом функция 𝐶(𝑋,𝑋 ′) должна быть доопределена из

условия (1.3).
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Принимая во внимание уравнение (1.5), равенство (1.3) даёт нам следую

щее условие:

𝑈(𝑋,𝑋 ′; 0)− 𝑈(𝑋,𝑋 ′;−∞) = 𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) . (1.7)

Из (1.6) следует, что 𝑈(𝑋,𝑋 ′; 0) = 𝐶(𝑋,𝑋 ′), поэтому удобно наложить гранич

ные условия на 𝑈 в таком виде:

𝑈(𝑋,𝑋 ′; 0) = 𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) , 𝑈(𝑋,𝑋 ′;−∞) = 0 . (1.8)

Второе условие оказывается возможным реализовать путём добавки 𝑖𝜀 к 𝐻 в

экспоненте, что приводит нас к окончательному ответу для подынтегральной

функции:

𝑈(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) = e−i 𝜏𝐻(𝜕𝑋 ,𝑋)+𝜀𝜏𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) . (1.9)

Заметим, что данное выражение необходимо рассматривать в рамках теории

обобщённых функций. В этом случае обоснованным является взятие производ

ной любого порядка от дельта-функции.

Для последующих рассуждений нам требуется выбрать стратегию работы

с (1.9). Как будет показано далее в контексте метода МФШ, вычисления можно

производить путём прямого действия экспоненциального оператора на дельта

функцию. Однако, в классическом методе ФШ вид функции 𝑈 находится ина

че. А именно, сначала вводится тривиальное представление через интеграл с

дельта-функцией:

𝑈(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) =

∫︁
d4𝑌 𝛿(4)(𝑌 −𝑋) e−i 𝜏𝐻(𝜕𝑌 ,𝑌 )+𝜀𝜏𝛿(4)(𝑌 −𝑋 ′) . (1.10)

Далее, мы возвращаемся к дифференциальному уравнениню на 𝑈 , однако, за

писанному в других терминах:

i 𝜕𝜏𝑈(𝑋,𝑋
′; 𝜏) =

∫︁
d4𝑌 𝛿(4)(𝑌 −𝑋)𝐻(𝜕𝑌 , 𝑌 ) e−i 𝜏𝐻(𝜕𝑌 ,𝑌 )+𝜀𝜏𝛿(4)(𝑌 −𝑋 ′) . (1.11)

Для сокращения записи перепишем (1.10) и (1.11) более компактно в очевидных
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“бра–кет” обозначениях:

𝑈(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) = ⟨𝑋| e−i 𝜏𝐻+𝜀𝜏 |𝑋 ′⟩ , (1.12)

i 𝜕𝜏 𝑈(𝑋,𝑋
′; 𝜏) = ⟨𝑋|𝐻 e−i 𝜏𝐻+𝜀𝜏 |𝑋 ′⟩ . (1.13)

Здесь “бра” и “кет” вектора координатных состояний отвечают дельта-функци

ям, а матричные элементы от операторов задают операцию вычисления соот

ветствующих интегралов.

Ключевым моментом в вычислительной схеме метода ФШ являетя тот

факт, что при рассмотрении определённого класса задач удаётся “вытащить”

оператор 𝐻 за пределы матричного элемента в виде скалярной функции:

⟨𝑋|𝐻 e−i 𝜏𝐻+𝜀𝜏 |𝑋 ′⟩ = 𝐹 (𝑋,𝑋 ′; 𝜏) ⟨𝑋| e−i 𝜏𝐻+𝜀𝜏 |𝑋 ′⟩ . (1.14)

Это позволяет перейти к обыкновенному дифференциальному уравению на

функцию 𝑈 :

i 𝜕𝜏 𝑈(𝑋,𝑋
′; 𝜏) = 𝐹 (𝑋,𝑋 ′; 𝜏)𝑈(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) . (1.15)

Главное отличие этого уравнения от (1.5) заключается в том, что в последнем

присутствует оператор производной по координатам, что делает его с матема

тической точки зрения уравнением в частных производных. Напротив, (1.15)

представляет собой классическое обыкновенное дифференциальное уравнение

на функцию 𝑈 по переменной 𝜏 с параметрами 𝑋 и 𝑋 ′.

Данное уравнение тривиально интегрируется, а его решение записывается

в следующем общем виде:

𝑈(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) = 𝐷(𝑋,𝑋 ′) exp

⎧⎨⎩−i

𝜏∫︁
d𝜏 ′ 𝐹 (𝑋,𝑋 ′; 𝜏 ′)

⎫⎬⎭ , (1.16)

при этом значение интеграла на нижнем пределе оказывается удобным "спря

тать" в константу интегрирования 𝐷(𝑋,𝑋 ′), которая требует дальнейшего до

определения.
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1.2.2. Применение метода. Вычисление пропагатора скалярной

частицы во внешнем постоянном однородном магнитном поле

Классический метод Фока–Швингера описан, например, в книге [99], где

показывается нахождение пропагатора электрона как в произвольном внешнем

постоянном однородном электромагнитном поле, так и в поле плоской электро

магнитной волны. Ради большей наглядности вычислений рассмотрим более

простую задачу решения пропагаторного уравнения для скалярной заряжен

ной частицы. К тому же в качестве внешнего поля выберем частный случай

постоянного однородного магнитного поля (направленного вдоль оси 𝑧):

B = (0, 0, 𝐵) . (1.17)

Соответствующее пропагаторное уравнение записывается как

𝐻(𝜕𝑋 , 𝑋)𝐺(𝑋,𝑋 ′) =
(︀
Π𝜇Π𝜇 −𝑚2

)︀
𝐺(𝑋,𝑋 ′) = 𝛿4(𝑋 −𝑋 ′) , (1.18)

где использовано следующее обозначение

Π𝜇 = i𝜕𝜇 − 𝑒𝑄𝐴𝜇(𝑋) . (1.19)

Здесь 𝑒 > 0 – элементарный электрический заряд, а 𝑄 – относительная величи

на заряда. Как будет видно из дальнейшего, выбор 4-потенциала 𝐴𝜇 не влияет

на ход вычислений, так как все промежуточные результаты записываются в

терминах тензора электромагнитного поля 𝐹 𝜇𝜈.

Рассуждая по аналогии с доказательством теоремы Эренфеста из кванто

вой механики, перейдём к представлению Гейзенберга:

Π𝜇(𝜏) = ei𝜏𝐻Π𝜇e−i𝜏𝐻 , (1.20)

𝑋𝜇(𝜏) = ei𝜏𝐻𝑋𝜇e−i𝜏𝐻 , (1.21)

𝐻(𝜏) = ei𝜏𝐻𝐻e−i𝜏𝐻 = 𝐻 . (1.22)

Опять же заметим, что параметр 𝜏 в данной задаче играет ту же роль, что и

время в квантовой механике.
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Введённые таким образом операторы удовлетворяют следующим диффе

ренциальным уравнениям:

𝑑Π𝜇(𝜏)

𝑑𝜏
= i [𝐻(𝜏),Π𝜇(𝜏)] = −2𝑒𝑄𝐹 𝜇

𝜈Π
𝜈(𝜏) , (1.23)

𝑑𝑋𝜇(𝜏)

𝑑𝜏
= i [𝐻(𝜏), 𝑋𝜇(𝜏)] = −2Π𝜇(𝜏) . (1.24)

Начальные условия для данных дифференциальных уравнений определяются

из формул (1.20) и (1.21):

Π𝜇(0) = Π𝜇 , 𝑋𝜇(0) = 𝑋𝜇 . (1.25)

Для упрощения записи перейдём к матричным обозначениям, в которых реше

ние уравнения (1.23) запишется как:

Π(𝜏) = e−2𝑒𝑄𝜏𝐹Π(0) . (1.26)

Всё вышесказанное относится к произвольной конфигурации электромагнитно

го поля. Чтобы далее продвинуться в аналитических выкладках, запишем в

явном виде тензор электромагнитного поля для рассматриваемого случая по

стоянного однородного магнитного поля, направленного вдоль оси 𝑧:

𝐹 𝜇𝜈 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0

0 0 −𝐵 0

0 𝐵 0 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (1.27)

В силу блочного строения тензора электромагнитного поля, рассматриваемая

задача фактически разбивается на две части, а именно для 𝑡𝑧 (‖) и 𝑥𝑦 (⊥)

подпространств. Интегрируя (1.23) и (1.24), получим:

𝑋‖(𝜏)−𝑋‖(0) = −2𝜏 Π‖(𝜏) , (1.28)

𝑒𝑄𝐹⊥ [𝑋⊥(𝜏)−𝑋⊥(0)] = Π⊥(𝜏)− Π⊥(0) . (1.29)



33

В последней формуле после тривиальных преобразований можно выделить яв

ную зависимость для Π⊥(𝜏), а именно:

Π⊥(𝜏) = −𝑒𝑄
2

sh−1 (𝑒𝑄𝜏𝐹⊥) e
−𝑒𝑄𝜏𝐹⊥𝐹⊥ [𝑋⊥(𝜏)−𝑋⊥(0)] . (1.30)

Стоит отметить, что хотя матрица F (соответствующая полному тензору поля

𝐹 𝜇𝜈) не обратима, матрица 𝐹⊥, однако, является обратимой внутри соответству

ющего двумерного подпространства.

Вычисляя экспоненциальные функции от 𝐹⊥, получим выражение для опе

ратора Π в виде:

Π(𝜏) = − 1

2𝜏
[𝑋(𝜏)−𝑋(0)]‖ (1.31)

+
𝛽

2 sin(𝛽𝜏)

(︂
− cos(𝛽𝜏)𝐼⊥ +𝑄 sin(𝛽𝜏)𝜙

)︂
[𝑋(𝜏)−𝑋(0)]⊥ ,

где введены следующие обозначения:

𝛽 = 𝑒𝐵 , 𝜙𝜇𝜈 =
1

𝐵
𝐹 𝜇𝜈 . (1.32)

Заметим, что Π𝜇(𝜏)Π𝜇(𝜏) в матричной форме есть Π𝑇𝑔Π, где метрический тен

зор представлен диагональной матрицей

𝑔 = diag(1,−1,−1,−1) . (1.33)

С учётом этого получим:

Π𝜇(𝜏)Π𝜇(𝜏) =
1

4𝜏 2
[𝑋𝜇(𝜏)−𝑋𝜇(0)]2‖ −

𝛽2

4 sin2(𝛽𝜏)
[𝑋𝜇(𝜏)−𝑋𝜇(0)]2⊥ . (1.34)

Далее нам требуется факторизовать скалярную функцию из матричного эле

мента (1.13):

⟨𝑋|𝐻 e−i 𝜏𝐻+𝜀𝜏 |𝑋 ′⟩ = ⟨𝑋|
[︀
Π𝜇Π𝜇 −𝑚2

]︀
e−i 𝜏𝐻+𝜀𝜏 |𝑋 ′⟩

= ⟨𝑋| e−i 𝜏𝐻+𝜀𝜏
[︀
Π𝜇(𝜏)Π𝜇(𝜏)−𝑚2

]︀
|𝑋 ′⟩ . (1.35)

Это становится возможным, если “подтащить” функции от оператора коорди

наты к бра- и кет- векторам:

⟨𝑋| 𝑓(�̂�) ... 𝑔(�̂�) |𝑋 ′⟩ = 𝑓(𝑋) ⟨𝑋| ... |𝑋 ′⟩ 𝑔(𝑋 ′) . (1.36)
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Для избежания путаницы со значением пространственно-временной координа

ты X, в данной формуле соответствующий оператор был обозначен как �̂�. На

языке исходных интегралов (1.10) и (1.11) это рецепт выражается в “подтаски

вании” функций 𝑓(𝑌 ) и 𝑔(𝑌 ) к дельта-функциям.

При раскрытии скобок в (1.34) почти все операторы координат расставле

ны в порядке, допускающем факторизацию (1.14). Однако, для одного слагае

мого в каждой скобке требуется использование следующего соотношения:

𝑋𝜇(0)𝑋𝜇(𝜏) = 𝑋𝜇(𝜏)𝑋𝜇(0)− [𝑋𝜇(𝜏), 𝑋𝜇(0)] , (1.37)

где коммутатор равен:

[𝑋𝜇(𝜏), 𝑋𝜇(0)] = −4i𝜏 − 2i𝛽−1 sin(2𝛽𝜏) . (1.38)

Таким образом после применения данных коммутационных соотношений фак

торизация скалярной функции 𝐹 (𝑋,𝑋 ′, 𝜏) становится тривиальной:

𝐹 (𝑋,𝑋 ′, 𝜏) =
(𝑋 −𝑋 ′)2‖

4𝜏 2
− i

𝜏
− 𝛽2(𝑋 −𝑋 ′)2⊥

4 sin2(𝛽𝜏)
− i𝛽

tg(𝛽𝜏)
−𝑚2 . (1.39)

Значение интеграла из (1.16) на верхнем пределе равно:

𝜏∫︁
d𝜏 ′ 𝐹 (𝑋,𝑋 ′; 𝜏 ′) = −

(𝑋 −𝑋 ′)2‖
4𝜏

+
𝛽(𝑋 −𝑋 ′)2⊥
4 tg(𝛽𝜏)

− i ln(𝜏)− i ln(sin(𝛽𝜏))−𝑚2𝜏 , (1.40)

что приводит нас к почти финальному выражению для функции 𝑈 :

𝑈(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) =
𝐷(𝑋,𝑋 ′)

𝜏 sin(𝛽𝜏)
exp

{︃
i

[︂
(𝑋 −𝑋 ′)2‖

4𝜏
− 𝛽(𝑋 −𝑋 ′)2⊥

4 tg(𝛽𝜏)
+𝑚2𝜏

]︂}︃
. (1.41)

Нормировочный множитель 𝐷(𝑋,𝑋 ′) можно определить из условий:

[i 𝜕𝜇𝑋 − 𝑒𝑄𝐴𝜇(𝑋)] ⟨𝑋| e−i 𝜏𝐻+𝜀𝜏 |𝑋 ′⟩ = ⟨𝑋| e−i 𝜏𝐻+𝜀𝜏 Π𝜇(𝜏) |𝑋 ′⟩ ,

[−i 𝜕𝜇𝑋 ′ − 𝑒𝑄𝐴𝜇(𝑋 ′)] ⟨𝑋| e−i 𝜏𝐻+𝜀𝜏 |𝑋 ′⟩ = ⟨𝑋| e−i 𝜏𝐻+𝜀𝜏 Π𝜇(0) |𝑋 ′⟩ ,
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которые приводят к следующим дифференциальным уравнениям:[︂
i 𝜕𝜇𝑋 − 𝑒𝑄𝐴𝜇(𝑋)− 𝑄𝛽

2
𝜙𝜇

𝜈(𝑋 −𝑋 ′)𝜈⊥

]︂
𝐷(𝑋,𝑋 ′) = 0 , (1.42)[︂

−i 𝜕𝜇𝑋 ′ − 𝑒𝑄𝐴𝜇(𝑋 ′) +
𝑄𝛽

2
𝜙𝜇

𝜈(𝑋 −𝑋 ′)𝜈⊥

]︂
𝐷(𝑋,𝑋 ′) = 0 . (1.43)

Интегрируя их, получаем:

𝐷(𝑋,𝑋 ′) = 𝐷(𝑋 ′) exp

⎧⎨⎩−i𝑒𝑄

𝑋∫︁
𝑋 ′

d𝜉𝜇
[︂
𝐴𝜇(𝜉) +

1

2
𝐹𝜇𝜈(𝜉 −𝑋 ′)𝜈

]︂⎫⎬⎭ . (1.44)

Заметим, что ротор от выражения внутри интеграла равен нулю, поэтому зна

чение интеграла не зависит от пути интегрирования. Используя линейную па

раметризацию переменной интегрирования, можно убедиться, что интеграл от

второго слагаемого обнуляется:

𝐷(𝑋,𝑋 ′) = 𝐷(𝑋 ′) exp

⎧⎨⎩−i𝑒𝑄

𝑋∫︁
𝑋 ′

d𝜉𝜇𝐴𝜇(𝜉)

⎫⎬⎭ . (1.45)

Наконец, последняя константа интегрирования 𝐷(𝑋 ′) определяется из условия

(1.3), и равна:

𝐷(𝑋 ′) = − i𝛽

(4𝜋)2
. (1.46)

Приведём окончательное выражение для пропагатора скалярной заряженной

частицы во внешнем постоянном однородном магнитном поле, записанное в ко

ординатном представлении в параметризации собственного времени:

𝐺(𝑋,𝑋 ′) = − 𝛽

(4𝜋)2
exp−i𝑒𝑄

∫︀𝑋

𝑋′ d𝜉
𝜇𝐴𝜇(𝜉)

0∫︁
−∞

d𝜏
1

𝜏 sin(𝛽𝜏)
(1.47)

× exp

{︃
i

[︂
(𝑋 −𝑋 ′)2‖

4𝜏
− 𝛽(𝑋 −𝑋 ′)2⊥

4 tg(𝛽𝜏)
+ (𝑚2 − i𝜀)𝜏

]︂}︃
.

Заметим, что переход к пределу 𝛽 → 0 в (1.47) даёт известное выражение

пропагатора для бесполевого случая.
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Полученный результат пригодится нам в дальнейшем в третьей главе для

поиска координатного представления пропагатора скалярной частицы в виде

разложения по уровням Ландау.

1.3. Модифицированный метод Фока–Швингера

1.3.1. Описание метода

Как уже было указано, имеется иной подход для работы с ранее получен

ным выражением

𝑈(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) = e−i𝜏 [𝐻(𝜕𝑋 ,𝑋)+i𝜀] 𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) . (1.48)

А именно, для ряда ситуаций оказывается возможным вычислить аналитически

действие экспоненциального оператора на дельта-функцию. В этом и состоит

суть модифицированного метода Фока–Швингера (МФШ).

В базовом сценарии решение задачи сводится к специальному выбору пред

ставления дельта-функции в виде ряда/интеграла:

𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) =
∑︁∫︁

𝜓𝜆(𝑋)𝜓𝜆(𝑋
′) , (1.49)

где 𝜓𝜆(𝑋) – собственный вектор оператора 𝐻 (параметризованный через набор

квантовых чисел 𝜆), которому соответствует собственное значение 𝐻(𝜆):

𝐻(𝜕𝑋 , 𝑋)𝜓𝜆(𝑋) = 𝐻(𝜆)𝜓𝜆(𝑋) . (1.50)

Таким образом пропагатор приобретает следующий промежуточный вид:

𝐺(𝑋,𝑋 ′) = −i

0∫︁
−∞

d𝜏
∑︁∫︁

e−i𝜏 [𝐻(𝜆)+i𝜀]𝜓𝜆(𝑋)𝜓𝜆(𝑋
′) . (1.51)

Заметим, что теперь показателем экспоненты является уже не оператор, а чис

ловая функция. Это позволяет нам снять интеграл по параметру собственного

времени 𝜏 :

𝐺(𝑋,𝑋 ′) =
∑︁∫︁

𝜓𝜆(𝑋)𝜓𝜆(𝑋
′)

𝐻(𝜆) + i𝜀
. (1.52)
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В ряде случаев не весь оператор 𝐻 удовлетворяет условию (1.50), а лишь неко

торая его часть:

𝐻 = 𝐻0 +𝐻1 , (1.53)

𝐻0(𝜕𝑋 , 𝑋)𝜓𝜆(𝑋) = 𝐻0(𝜆)𝜓𝜆(𝑋) . (1.54)

Если так оказывается, что эти операторы коммутируют друг с другом,

[𝐻0, 𝐻1] = 0 , (1.55)

то экспоненциальный оператор разделяется на две экспоненты согласно форму

ле Бейкера–Кэмпбелла–Хаусдорфа [133]. При этом пропагатор принимает сле

дующий вид:

𝐺(𝑋,𝑋 ′) = −i

0∫︁
−∞

d𝜏
∑︁∫︁

e−i𝜏 𝐻1e−i𝜏 [𝐻0(𝜆)+i𝜀]𝜓𝜆(𝑋)𝜓𝜆(𝑋
′) . (1.56)

Как известно из линейной алгебры, равенство нулю коммутатора двух опера

торов влечёт за собой наличие общего набора их собственных векторов. Это,

в свою очередь, означает, что при применении второго экспоненциального опе

ратора после действия первого мы вправе рассчитывать на значительные упро

щения в вычислительном процессе за счёт использования соотношения на соб

ственные векторы и собственные числа.

Конкретный вид этих упрощений в значительной степени зависит от фор

мы операторов𝐻0 и𝐻1. Однако, в ряде случаев (см. Главу 2) удаётся выполнить

преобразования таким образом, чтобы свести всю зависимость пропагатора от 𝜏

к виду, представленному в выражении (1.51), что позволяет в итоге тривиально

выполнить соответствующее интегрирование.

Напоследок заметим, что успешное применение описанного выше метода

напрямую зависит от возможности выбрать удобное разложение дельта-функ

ции через собственные векторы соответствующего оператора, что в некотором

смысле эквивалентно решению полевого уравнения.
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1.3.2. Применение метода. Вычисление пропагатора скалярной

частицы во внешнем постоянном однородном магнитном поле

Как было замечено ранее, пропагаторное уравнение для скалярной части

цы во внешнем постоянном однородном магнитном поле имеет вид:

𝐻(𝑋, 𝜕𝑋)𝐺(𝑋,𝑋
′) =

[︀
Π𝜇Π

𝜇 −𝑚2
]︀
𝐺(𝑋,𝑋 ′) = 𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) . (1.57)

Для решения данного уравнения удачным оказывается использование калиб

ровки Ландау:

𝐴𝜇 = (0, 0, 𝐵𝑥, 0) . (1.58)

При таком выборе калибровки трансляционная инвариантность нарушается

только для координаты 𝑥, что позволит в процессе вычисления воспользоваться

преобразованием Фурье для трёх остальных координат.

Для дальнейших преобразований введём следующие стандартные обозна

чения:

𝜂 =
√︀
𝛽

(︂
𝑥−𝑄

𝑝𝑦
𝛽

)︂
, 𝜂′ =

√︀
𝛽

(︂
𝑥′ −𝑄

𝑝𝑦
𝛽

)︂
. (1.59)

При этом оператор 𝐻 запишется как:

𝐻(𝜕𝑋 , 𝑋) =
(︀
−𝜕20 + 𝜕2𝑧 −𝑚2 + 𝛽(d2𝜂 − 𝜂2)

)︀
. (1.60)

Заметим, что в этом выражении заблаговременно была учтена следующая под

ставновка:

−i𝜕𝑦 → 𝑝𝑦 , (1.61)

что оправдывается соответствующим выбором разложения дельта-функции:

𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) =
√︀
𝛽

∞∑︁
𝑛=0

∫︁
d2𝑝qd𝑝𝑦
(2𝜋)3

e−i(𝑝(𝑋−𝑋 ′))q,𝑦𝑉𝑛(𝜂)𝑉𝑛(𝜂
′) . (1.62)

Как видим, данное представление является ни чем иным, как интегралом Фурье

по переменным 𝑡, 𝑦, и 𝑧, а также рядом по проекционным операторам собствен

ных состояний 𝑉𝑛 из задачи о квантовом гармоническом осцилляторе:

𝑉𝑛(𝜂) =
e−𝜂2/2𝐻𝑛(𝜂)√︀

2𝑛 𝑛!
√
𝜋
, (1.63)



39

где 𝐻𝑛 – полиномы Чебышёва-Эрмита.

Функции 𝑉𝑛 удовлетворяют уравнению:

(𝜕2𝜂 − 𝜂2)𝑉𝑛(𝜂) = −(2𝑛+ 1)𝑉𝑛(𝜂) , (1.64)

чем и обуславливается выбор разложения (1.62).

Заметим, что оператор полевого уравнения 𝐻(𝑋, 𝜕𝑋) имеет таким образом

собственные состояния с квантовыми числами, удовлетворяющими соотноше

нию

𝑝20 = 𝑝2𝑧 +𝑚2 + 𝛽(2𝑛+ 1) , (1.65)

что соответствует описанию уровней Ландау.

Выбор представления (1.62) в итоге сводит вычисление действия экспонен

циального оператора к подстановке в экспоненту собственного значения опера

тора 𝐻:

𝐺(𝑋,𝑋 ′) = −i

0∫︁
−∞

d𝜏 e−i𝜏 [𝐻(𝜕𝑋 ,𝑋)+i𝜀] 𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) (1.66)

= −i
√︀
𝛽

∞∑︁
𝑛=0

∫︁
d2𝑝qd𝑝𝑦
(2𝜋)3

0∫︁
−∞

d𝜏

e−i𝜏(𝑝2q−𝑚2−𝛽(2𝑛+1)+i𝜀)e−i(𝑝(𝑋−𝑋 ′))q,𝑦𝑉𝑛(𝜂)𝑉𝑛(𝜂
′) .

Теперь интегрирование по 𝜏 становится тривиальной задачей, приводя к следу

ющему выражению:

𝐺(𝑋,𝑋 ′) =
√︀
𝛽

∞∑︁
𝑛=0

∫︁
d2𝑝q d𝑝𝑦
(2𝜋)3

e−i(𝑝(𝑋−𝑋 ′))q,𝑦

𝑝2q −𝑚2 − (2𝑛+ 1)𝛽 + i𝜀
𝑉𝑛(𝜂)𝑉𝑛(𝜂

′) . (1.67)

Среди всевозможных форм пропагатора, представление (1.67) является не са

мым удачным в силу асимметричности по отношению к координатной плоско

сти 𝑥𝑦. Для его симметризации требуется вычислить интеграл по d𝑝𝑦. Заметим,

что подынтегральное выражение в (1.67) зависит от 𝑝𝑦 не только посредством

экспоненциального множителя, но и через переменные 𝜂 and 𝜂′ в функциях 𝑉𝑛.
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Таким образом, можно выделить следующий интеграл:

𝐼𝑛,𝑛′ =

∫︁
d𝑝𝑦𝑒

i𝑝𝑦(𝑦−𝑦′)𝑉𝑛(𝜂)𝑉𝑛′(𝜂′) . (1.68)

Для его вычисления удобно произвести замену переменной интегрирования:

𝑢 = −𝑄 𝑝𝑦√
𝛽
+

√
𝛽

2
[(𝑥+ 𝑥′) + i𝑄(𝑦 − 𝑦′)] . (1.69)

Это позволяет записать (1.68) в виде:

𝐼𝑛,𝑛′ =
eiΦ(𝑋,𝑋 ′)

√
2𝑛+𝑛′𝑛!𝑛′! 𝜋

√︀
𝛽 e−

𝛽
4 (𝑋−𝑋 ′)2⊥𝐼𝑛,𝑛′ , (1.70)

где

Φ(𝑋,𝑋 ′) =
𝑄𝛽

2
(𝑥+ 𝑥′)(𝑦 − 𝑦′) , (1.71)

𝐼𝑛,𝑛′ =

∞∫︁
−∞

d𝑢 e−𝑢2

𝐻𝑛(𝑢+ 𝑎)𝐻𝑛′(𝑢+ 𝑏) , (1.72)

а также использованы следующие обозначения:

𝑎 =

√
𝛽

2
[(𝑥− 𝑥′)− i𝑄(𝑦 − 𝑦′)] , (1.73)

𝑏 = −
√
𝛽

2
[(𝑥− 𝑥′) + i𝑄(𝑦 − 𝑦′)] .

Можно показать, что фазовый множитель (1.71) совпадает с ранее полученным

выражением (1.45) [15].

Далее, согласно [134, 135], интеграл 𝐼𝑛,𝑛′ равен:

𝐼𝑛,𝑛′ = 2𝑛
′√
𝜋 𝑛! 𝑏𝑛

′−𝑛𝐿(𝑛′−𝑛)
𝑛 (−2𝑎𝑏) (1.74)

= 2𝑛
′√
𝜋 𝑛! 𝑏𝑛

′−𝑛𝐿(𝑛′−𝑛)
𝑛

(︂
𝛽

2
𝑍2
⊥

)︂
[𝑛 ≤ 𝑛′] ,

где функции 𝐿
(𝑚)
𝑛 есть полиномы Чебышёва-Лагерра, и введено обозначение

𝑍𝜇 = 𝑋𝜇 −𝑋 ′𝜇 .

Таким образом симметризованная форма пропагатора принимает вид:

𝐺(𝑋,𝑋 ′) =
𝛽

2𝜋
e𝑖Φ(𝑋,𝑋 ′)

∞∑︁
𝑛=0

∫︁
d2𝑝q
(2𝜋)2

e−i(𝑝𝑍)q

𝑝2q −𝑀 2
𝑛 + i𝜀

e−𝛽𝑍2
⊥/4𝐿𝑛(𝛽𝑍

2
⊥/2) , (1.75)
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где введено обозначение:

𝑀 2
𝑛 = 𝑚2 + (2𝑛+ 1)𝛽 . (1.76)

Данное представление пропагатора (за исключением неинвариантного фа

зового множителя) наглядно отражает симметрии рассматриваемой задачи. Во

первых, изначально имевшаяся радиальная симметрия относительно вращений

в плоскости 𝑥𝑦, перпендикулярной направлению магнитного поля, теперь под

чёркивается явной аналитической зависимостью от 𝑍2
⊥ . Во-вторых, наличие

магнитного поля лишь отчасти нарушает полную Лоренц-инвариантность, вы

деляя при этом некое избранное направление в пространстве. Вдоль этого на

правления сохраняется частичная Лоренц-инвариантность, что видно из выра

жения двумерного фурье-интеграла, который фактически описывает пропага

тор скалярной частицы с “эффективной” массой𝑀𝑛 в 1+1–мерном пространстве

Минковского.

Дальнейшая работа с выражением (1.75) может вестись в двух направле

ниях. Во-первых, возможным является интегрирование по оставшимся компо

нентам импульса (т.е., 𝑝0 и 𝑝𝑧), что приведёт нас к координатному представле

нию пропагатора в виде разложения по уровням Ландау (см. Главу 3). Однако,

в данной главе будет рассмотрена вторая возможность, а именно, взятие фу

рье-образа от поперечной части пропагатора, что даст в итоге его импульсное

представление.

Для начала заметим, что для любой “достаточно хорошей” функции 𝑓(𝑍⊥)

справедливо утверждение теоремы о разложении в интеграл Фурье:

𝑓(𝑍⊥) =

∫︁
𝑑2𝑝⊥
(2𝜋)2

ei(𝑝𝑍)⊥

∫︁
𝑑2𝑍 ′

⊥e
−i(𝑝𝑍 ′)⊥𝑓(𝑍 ′

⊥) . (1.77)

Для поперечной части пропагатора из формулы (1.75) этот факт запишется

как:

e−𝛽𝑍2
⊥/4𝐿𝑛(𝛽𝑍

2
⊥/2) =

∫︁
𝑑2𝑝⊥
(2𝜋)2

ei(𝑝𝑍)⊥𝐹𝑛 , (1.78)

𝐹𝑛 =

∫︁
𝑑2𝑍 ′

⊥e
−i(𝑝𝑍 ′)⊥e−𝛽𝑍 ′2

⊥/4𝐿𝑛(𝛽𝑍
′2
⊥/2) . (1.79)
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Радиальная симметрия данного выражения позволяет перейти в полярные ко

ординаты (𝜌, 𝜙):

𝐹𝑛 =

∫︁
d

(︂
𝜌2

2

)︂
d𝜙e−i|𝑝⊥| 𝜌 cos(𝜙)e−𝛽𝜌2/4𝐿𝑛(𝛽𝜌

2/2) . (1.80)

Используя известное интегральное представление [134, 135] для функций Бес

селя
2𝜋∫︁
0

d𝜙 e−i𝑤𝑐𝑜𝑠(𝜙)±i𝑚𝜙 = (−i)𝑚 2𝜋𝐽𝑚(𝑤) , (1.81)

проинтегрируем 𝐹𝑛 по переменной 𝜙 и получим:

𝐹𝑛 =

∞∫︁
0

d

(︂
𝜌2

2

)︂
2𝜋𝐽0 (|𝑝⊥|𝜌) e−𝛽𝜌2/4𝐿𝑛(𝛽𝜌

2/2) . (1.82)

Сделав замену 𝑤 = 𝜌2/2, запишем последнюю формулу как

𝐹𝑛 = 2𝜋

∞∫︁
0

d𝑤 𝐽0

(︁√
2𝑤|𝑝⊥|

)︁
e−𝛽𝑤/2𝐿𝑛(𝛽𝑤) . (1.83)

Известен следующий интеграл [134, 135]:
∞∫︁
0

d𝜁 𝜁𝜆/2e−𝑝𝜁𝐽𝜆(𝑏
√︀
𝜁)𝐿(𝜆)

𝑛 (𝑐𝜁) =

(︂
𝑏

2

)︂𝜆
(𝑝− 𝑐)𝑛

𝑝𝜆+𝑛+1
e−

𝑏2

4𝑝𝐿(𝜆)
𝑛

(︂
𝑏2𝑐

4𝑝𝑐− 4𝑝2

)︂
. (1.84)

Очевидно, что (1.83) сводится к (1.84) при некотором выборе параметров. Таким

образом мы получаем окончательное выражение для 𝐹𝑛, а именно:

𝐹𝑛 = 2
2𝜋

𝛽
(−1)𝑛e−𝑝2⊥/𝛽𝐿𝑛

(︀
2𝑝2⊥/𝛽

)︀
. (1.85)

В итоге пропагатор скалярной заряженной частицы в постоянном внешнем од

нородном магнитном поле, записанный в импульсном представлении в виде раз

ложения в ряд по уровням Ландау, даётся формулой:

𝐺(𝑋,𝑋 ′) = eiΦ(𝑋,𝑋 ′)

∫︁
𝑑4𝑝

(2𝜋)4
e−i(𝑝𝑍)𝐺(𝑝) , (1.86)

Φ(𝑋,𝑋 ′) =
𝑄𝛽

2
(𝑥+ 𝑥′)(𝑦 − 𝑦′) , (1.87)

𝐺(𝑝) = 2
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
exp
(︀
−𝑝2⊥/𝛽

)︀
𝐿𝑛(2𝑝

2
⊥/𝛽)

𝑝2q −𝑀 2
𝑛 + i𝜀

, (1.88)

𝑀 2
𝑛 = 𝑚2 + (2𝑛+ 1)𝛽 . (1.89)
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Заметим, что квадрат “эффективной” массы𝑀𝑛 является положительной вели

чиной для всех значений 𝑛. Аналогичное утверждение для случая массивного

векторного бозона, однако, не является верным, что приводит к так называемой

нестабильности вакуума [61].

Также стоит отметить, что несмотря на наличие неинвариантной фазы

(1.87), для ряда петлевых диаграмм этот фазовый множитель сокращается [15].

1.4. Основные результаты первой главы

Представленный в данной главе модифицированный метод Фока–Швин

гера (МФШ) обладает рядом преимуществ как перед классическим методом

Фока–Швингера (ФШ), так и перед вычислительной схемой в рамках форма

лизма канонического квантования. Перечислим эти преимущества на рассмот

ренном выше примере, а именно, задаче о нахождении пропагатора скалярной

заряженной частицы во внешнем постоянном однородном магнитном поле.

Во-первых, получаемые после применения экспоненциального оператора

к дельта-функции промежуточные выражения записываются почти полностью

в импульсном пространстве. Это избавляет нас от необходимости выполнять

дополнительные преобразования Фурье, как это делается при нахождении им

пульсного представления пропагатора стартуя со швингеровского представле

ния.

Во-вторых, запись дельта-функции в виде ряда по собственным состоя

ниям квантового гармонического осциллятора сразу же позволяет получить

выражение пропагатора через разложение по уровням Ландау. Такой вид про

пагатора обладает большей наглядностью и интерпретируемостью, нежели его

интегральное представление через параметр собственного времени.

Наконец, метод МФШ оказывается более удобным по сравнению с форма

лизмом канонического квантования. Это не столь отчётливо видно для случая

скалярной частицы, но проявит себя в полной мере при нахождении пропага
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тора фермиона и массивного векторного бозона (см. Главу 2). Хотя при ис

пользовании как формализма канонического квантования, так и метода МФШ,

необходимо найти общий вид решения полевого уравнения, в последнем слу

чае не требуется нормировка и ортогонализация спиновых состояний, а также

нахождение соответствующей спиновой матрицы плотности. Это значительное

вычислительное упрощение способно уменьшить порог входа при рассмотрении

задач как во внешних полях, так и в криволинейных координатах.

Однако, модифицированный метод Фока–Швингера не является волшеб

ным средством для разрешения абсолютно любых физических конфигураций.

Во-первых, это связано с тем обстоятельством, что знание разложения дельта

функции в ряд/интеграл по собственным состояниям оператора 𝐻0 из левой

части пропагаторного уравнения эквивалентно нахождению решения полево

го уравнения. Во-вторых, промежуточные вычисления в рамках метода МФШ

опираются на те же симметрии рассматриваемой задачи, которые в том или

ином виде задействованы при использовании как метода ФШ, так и формализ

ма канонического квантования. В определённом смысле метод МФШ является

синтезом этих двух подходов, позволяя сравнительно более простым и быстрым

способом получить выражение пропагатора, стартуя с общего вида решения со

ответствующего полевого уравнения.
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Глава 2

Пропагаторы частиц со спином в импульсном

представлении

2.1. Введение

В данной главе рассматривается применение модифицированного метода

Фока–Швингера (МФШ) для нахождения пропагаторов заряженных частиц со

спином. В частности, в двух первых разделах излагаются методы и результа

ты, опубликованные соискателем в работах [127, 129]. А именно, обсуждается

вычисление пропагаторов электрона и массивного векторного бозона в произ

вольной 𝜉-калибровке во внешнем постоянном однородном магнитном поле с

помощью метода МШФ.

Одним из основных результатов данного раздела (и всей диссертации в це

лом) является представление пропагаторов электрона и массивного векторного

бозона в произвольной 𝜉-калибровке во внешнем постоянном однородном элек

тромагнитном поле в виде интеграла по параметру собственного времени от

цепочки коммутирующих экспоненциальных операторов, последовательно дей

ствующих на четырёхмерную дельта-функцию (из правой части пропагаторно

го уравнения) от разности пространственно-временных координат.

В силу наличия в литературе разных выражений для тех или иных пред

ставлений пропагатора массивного векторного бозона в постоянном однородном

магнитном поле, в данной главе уделяется особое внимание переходу от одних

форм записи пропагатора к другим путём выполнения некоторых преобразова

ний с применением известных свойств специальных функций математической

физики. Успешность такого перехода служит свидетельством как верности про

ведённых вычислений, так и правомерности применения метода МФШ для дан

ного класса задач.
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В третьем разделе данной главы обсуждается работа сторонней группы ав

торов [98], где с помощью метода МФШ был постороен пропагатор электрона во

вращающейся среде. Этот результат является ещё одним примером успешного

применения данного метода, однако, для совершенно другой физической кон

фигурации. Неким общим знаменателем между этой задачей в криволинейных

координатах и рассматриваемыми в рамках данной диссертации задачами во

внешнем электромагнитном поле является формализм ковариантной производ

ной. Единство математического описания разных физических сценариев через

ковариантную производную указывает на соответствующий класс задач, для

которого применение метода МФШ могло бы дать плодотворные результаты.

2.2. Пропагатор фермиона во внешнем постоянном

однородном магнитном поле в виде разложения в ряд

по уровням Ландау

В качестве первого примера, показывающего упрощение и ускорение вы

числительного процесса при использовании метода МФШ для нахождения про

пагаторов частиц со спином, рассмотрим задачу о решении пропагаторного

уравнения для фермиона во внешнем постоянном однородном магнитном по

ле.

Само это уравнение имеет вид:

[Π𝜇𝛾
𝜇 −𝑚𝐼]𝐺(𝑋,𝑋 ′) = 𝐼𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) , (2.1)

где 𝛾𝜇 – матрицы Дирака, 𝐼 – единичная матрица, а выбор 4-потенциала поля

сделан таким же, как и для случая скалярной частицы из предыдущей главы:

Π𝜇 = i𝜕𝜇 − 𝑒𝑄𝐴𝜇(𝑋) ,

𝐴𝜇 = (0, 0, 𝐵𝑥, 0) .

Стандартным подходом при работе с уравнением Дирака является его
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квадрирование [136], а именно, представление неизвестной функции 𝐺(𝑋,𝑋 ′) в

виде результата действия дираковского оператора (со знаком плюс у массового

члена) на новую неизвестную функцию 𝑆(𝑋,𝑋 ′):

𝐺(𝑋,𝑋 ′) = [Π𝜈𝛾
𝜈 +𝑚𝐼]𝑆(𝑋,𝑋 ′) . (2.2)

Воспользовавшись свойствами гамма–матриц, получим пропагаторное уравне

ние на функцию 𝑆(𝑋,𝑋 ′):

𝐻(𝜕𝑋 , 𝑋)𝑆(𝑋,𝑋 ′) = 𝐼 𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) , (2.3)

с оператором 𝐻 в виде, схожем с аналогичным оператором из задачи для ска

лярной частицы, однако, с дополнительным слагаемым, отвечающим за взаи

модействие спина с электромагнитным полем:

𝐻(𝜕𝑋 , 𝑋) =
[︀
Π2 −𝑚2

]︀
𝐼 − 𝑒𝑄

2
𝐹𝜇𝜈𝜎

𝜇𝜈 , (2.4)

где введено стандартное обозначение для спиновых матриц:

𝜎𝜇𝜈 =
𝑖

2
[𝛾𝜇, 𝛾𝜈] . (2.5)

В операторе из формулы (2.4) можно выделить два слагаемых (𝐻 = 𝐻0 +𝐻𝐹 ):

𝐻0 =
(︀
Π2 −𝑚2

)︀
𝐼 , (2.6)

𝐻𝐹 = −𝑒𝑄
2
𝐹𝜇𝜈𝜎

𝜇𝜈 . (2.7)

При условии 𝐹𝜇𝜈 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 нетрудно убедиться, что эти операторы коммутиру

ют ([𝐻0, 𝐻𝐹 ] = 0). Это, в свою очередь, позволяет разделить экспоненциаль

ный оператор на две экспоненты согласно известной формуле Бейкера–Кэмп

белла–Хаусдорфа [133]:

e−i𝜏(𝐻0+𝐻𝐹 ) = e−i𝜏𝐻𝐹 e−i𝜏𝐻0 . (2.8)

Таким образом мы получаем следующее представление пропагатора фермиона

в достаточно общем виде:

𝐺(𝑋,𝑋 ′) = −i [Π𝜈𝛾
𝜈 +𝑚𝐼]

0∫︁
−∞

d𝜏 e−i𝜏𝐻𝐹 e−i𝜏𝐻0 𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) . (2.9)
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Так как единственным задействованным условием было постоянство тензора

𝐹 𝜇𝜈, то данное представление справедливо для любого постоянного однородного

электромагнитного поля.

Вернёмся теперь к частному случаю внешнего постоянного однородного

магнитного поля (направленного вдоль оси 𝑧). Для него оператор𝐻 будет иметь

следующий вид:

𝐻(𝜕𝑋 , 𝑋) =
(︀
−𝜕20 + 𝜕2𝑧 −𝑚2 + 𝛽(d2𝜂 − 𝜂2)

)︀
𝐼 +𝑄𝛽Σ3 , (2.10)

где матрица проекции спина фермиона на ось 𝑧 записывается в следующей

стандартной форме:

Σ3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
+1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 +1 0

0 0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (2.11)

Заметим, что оператор 𝐻(𝑋, 𝜕𝑋) описывает 4 квантовых гармонических

осциллятора с энергиями 𝑝0, удовлетворяющими следующему соотношению:

𝑝20 = 𝑝2𝑧 +𝑚2 + 𝛽(2𝑛+ 1)±𝑄𝛽 . (2.12)

Рассуждая аналогично случаю скалярной частицы, применим экспоненциаль

ный оператор к уже ранее рассмотренному разложению дельта-фукции (1.62):

𝑆(𝑋,𝑋 ′) = (−i)
√︀
𝛽

∞∑︁
𝑛=0

∫︁
d2𝑝qd𝑝𝑦
(2𝜋)3

0∫︁
−∞

d𝜏 (2.13)

e−i𝜏[(𝑝2q−𝑚2+i𝜀−𝛽(2𝑛+1))𝐼+𝑄𝛽Σ3]e−i(𝑝(𝑋−𝑋 ′))q,𝑦𝑉𝑛(𝜂)𝑉𝑛(𝜂
′) .

Для дальнейших вычислений мы могли бы воспользоваться (2.8), однако, в

данной конкретной задаче этого не требуется, так как матрицы 𝐼 и Σ3 име

ют диагональный вид, и удобнее оказывается не разделять их. Заметим, что в

диагональных элементах объединённой матрицы собираются экспоненты двух

видов:

e−i𝜏[𝑝2q−𝑚2−2𝑄𝑛𝛽+i𝜀] и e−i𝜏[𝑝2q−𝑚2−2𝑄(𝑛+1)𝛽+i𝜀] . (2.14)
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Так как при последующем интегрировании по параметру собственного времени

𝜏 выражения в квадратных скобках экспонент окажутся в знаменателе, то ра

зумной является унификация записи результата интегрирования, чего можно

достичь путём сдвига индекса суммирования там, где это требуется.

Проведём указанное выше интегрирование, получив следующее промежу

точное представление пропагатора:

𝑆(𝑋,𝑋 ′) =
√︀
𝛽

∞∑︁
𝑛=0

∫︁
d2𝑝q d𝑝𝑦
(2𝜋)3

e−i(𝑝(𝑋−𝑋 ′))q,𝑦

𝑝2q −𝑀 2
𝑛 + i𝜀

(2.15)

×
[︂
𝑉𝑛−1𝑉

′

𝑛−1Π
(𝑄)
𝑛−1 + 𝑉𝑛𝑉

′

𝑛Π
(𝑄)
𝑛

]︂
,

где

Π
(𝑄)
𝑛−1 =

1−𝑄

2
Π+ +

1 +𝑄

2
Π− , (2.16)

Π(𝑄)
𝑛 =

1 +𝑄

2
Π+ +

1−𝑄

2
Π− , (2.17)

Π+ = diag(1, 0, 1, 0) , (2.18)

Π− = diag(0, 1, 0, 1) , (2.19)

𝑀 2
𝑛 = 𝑚2 + 2𝛽𝑛 . (2.20)

Введённые выше операторы Π
(𝑄)
𝑚 позволяют единообразно рассматривать как

случай 𝑄 = −1, так и 𝑄 = +1. В выражении (2.15) также использовались

обозначения 𝑉𝑚 = 𝑉𝑚(𝜂) и 𝑉
′

𝑚 = 𝑉𝑚(𝜂
′).

Как уже отмечалось в контексте аналогичной задачи для случая скаляр

ной частицы, полученное представление не является симметричным. Дальней

шие наши действия заключаются в симметризации выражения (2.15) согласно

ранее представленному рецепту (1.68) – (1.74). Это приводит нас к следующему

выражению:

𝑆(𝑋,𝑋 ′) =
𝛽

2𝜋
e𝑖Φ(𝑋,𝑋 ′)

∞∑︁
𝑛=0

∫︁
d2𝑝q
(2𝜋)2

e−i(𝑝𝑍)q

𝑝2q −𝑀 2
𝑛 + i𝜀

(2.21)

× e−𝛽𝑍2
⊥/4

[︂
𝐿𝑛−1Π

(𝑄)
𝑛−1 + 𝐿𝑛Π

(𝑄)
𝑛

]︂
,
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где введено обозначение 𝐿𝑚 = 𝐿𝑚(𝛽𝑍
2
⊥/2).

Воспользовавшись ранее полученным результатом (1.85), преобразуем дан

ное выражение к виду:

𝑆(𝑋,𝑋 ′) = 2e𝑖Φ(𝑋,𝑋 ′)
∞∑︁
𝑛=0

∫︁
d4𝑝

(2𝜋)4
e−i(𝑝𝑍)

𝑝2‖ −𝑀 2
𝑛 + i𝜀

(2.22)

× (−1)𝑛e−𝑝2⊥/𝛽

[︂
𝐿𝑛Π

(𝑄)
𝑛 − 𝐿𝑛−1Π

(𝑄)
𝑛−1

]︂
,

где теперь подразумевается 𝐿𝑚 = 𝐿𝑚(2𝑝
2
⊥/𝛽).

Теперь нам нужно найти (2.2), т.е. вычислить действие дираковского опе

ратора на 𝑆(𝑋,𝑋 ′). Для этого оказывается удобным одно полезное следствие

из выражений (1.42) и (1.44), полученных нами ранее в первой главе:(︂
i𝜕𝜇 − 𝑒𝑄𝐴𝜇

)︂[︀
eiΦ𝑓

]︀
= eiΦ

(︂
i𝜕𝜇 +

𝑒𝑄

2
𝐹𝜇𝜈(𝑋 −𝑋 ′)𝜈

)︂
𝑓 (2.23)

= eiΦ
(︂
i𝜕𝜇 +

𝑄𝛽

2
𝜙𝜇𝜈(𝑋 −𝑋 ′)𝜈

)︂
𝑓 ,

где было введено обозначение для безразмерного тензора поля:

𝜙𝜇
𝜈 =

1

𝐵
𝐹 𝜇

𝜈 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0

0 0 1 0

0 −1 0 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (2.24)

Формула (2.23) фактически определяет правило “протаскивания” ковариантной

производной через фазовый множитель. Воспользовавшись ей, а также тем фак

том, что внутри фурье-интеграла справедлива замена

𝑍𝜈 → −i𝜕𝜈𝑝 = −i
𝜕

𝜕𝑝𝜈
, (2.25)

получим финальное выражение для импульсного представления пропагатора

фермиона во внешнем постоянном однородном магнитном поле в виде разложе
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ния в ряд по уровням Ландау:

𝐺(𝑋,𝑋 ′) = 2e𝑖Φ(𝑋,𝑋 ′)
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
∫︁

d4𝑝

(2𝜋)4
e−i(𝑝𝑍)

𝑝2‖ −𝑀 2
𝑛 + i𝜀

(2.26)

×
[︂
(𝑝𝛾)− i

𝛽𝑄

2
(𝛾𝜙𝜕𝑝)⊥ +𝑚

]︂ [︂
e−𝑝2⊥/𝛽

(︂
𝐿𝑛Π

(𝑄)
𝑛 − 𝐿𝑛−1Π

(𝑄)
𝑛−1

)︂]︂
.

Вычисление действия оператора дифференцирования 𝜕𝑝 в формуле (2.26) явля

ется тривиальной задачей. Однако, из соображений лаконичности, имеет смысл

оставить финальное выражение пропагатора именно в таком виде. Кроме того,

такая запись оправдывается и тем наблюдением, что в практических вычисле

ниях зачастую производная будет интегрироваться по частям.

Несложно показать, что выражение (2.26) находится в согласии, с точно

стью до обозначений, с формулой (3.37) из [15].

2.3. Пропагатор массивного векторного бозона во

внешнем постоянном однородном магнитном поле в

произвольной 𝜉-калибровке в виде разложения в ряд

по уровням Ландау

2.3.1. Пропагатор в метрике с сигнатурой (–,+,+,+)

Наиболее интересным случаем с точки зрения богатства математических

структур является задача о нахождении пропагатора массивного векторного

бозона во внешнем постоянном однородном магнитном поле в произвольной

𝜉–калибровке. Впервые данный пропагатор был получен с использованием клас

сического метода Фока–Швингера в представлении собственного времени в ра

боте [105] (см. также [106]), где финальное выражение было преобразовано из

координатного представления в импульсное. Впоследствии в статье [108] был

выполнен переход от параметризации через собственное время к разложению в

ряд по уровням Ландау.
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Наконец, в работе соискателя [129] для решения данной задачи был пред

ложен более короткий путь, вмещающий в себя результаты указанных выше ста

тей и заключающийся в использовании модифицированного метод Фока–Швин

гера (МФШ). Применение метода МФШ позволило таким образом получить

финальное выражение пропагатора “в один шаг”, а именно, минуя этапы пере

хода в импульсное пространство и преобразования швингеровской формы в ряд

по уровням Ландау. Соответствующие вычисления и получившиеся результаты

излагаются ниже.

Для удобства последующего сравнения результатов будем следовать обо

значениям из статьи [105]. А именно, выберем метрику с сигнатурой (−,+,+,+),

для которой имеются следующие стандартные обозначения:

𝑋𝜇 = (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) , 𝑋𝜇 = 𝑔𝜇𝜈𝑋
𝜈 = (−𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ,

𝜕𝜇 = (𝜕𝑡,∇) , 𝜕𝜇 = (−𝜕𝑡,∇) ,

𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 + i𝑒𝑄𝐴𝜇 , Π𝜇 = −i𝐷𝜇 , ΠΠ = Π𝜈Π𝜈 .

Соответствующее пропагаторное уравнение в данных обозначениях запишется

в виде:

𝐻𝜇
𝜈𝐺

𝜈
𝜌(𝑋,𝑋

′) = 𝛿𝜇𝜌𝛿
(4)(𝑋 −𝑋 ′) , (2.27)

где

𝐻𝜇
𝜈 =

(︀
ΠΠ+𝑚2

)︀
𝛿𝜇𝜈 − 2𝑖𝑒𝑄𝐹 𝜇

𝜈 +

(︂
1

𝜉
− 1

)︂
Π𝜇Π𝜈 . (2.28)

Чтобы применить метод МФШ для решений данной задачи, сперва заметим,

что оператор 𝐻 состоит из трёх слагаемых (𝐻 = 𝐻0 +𝐻𝐹 +𝐻𝜉):

(𝐻0)
𝜇
𝜈 =

(︀
ΠΠ+𝑚2

)︀
𝛿𝜇𝜈 , (2.29)

(𝐻𝐹 )
𝜇
𝜈 = −2𝑖𝑒𝑄𝐹 𝜇

𝜈 , (2.30)

(𝐻𝜉)
𝜇
𝜈 =

(︂
1

𝜉
− 1

)︂
Π𝜇Π𝜈 . (2.31)

Дальнейшие вычисления связаны с установлением коммутационных соотноше

ний для указанных слагаемых. При этом оказываются полезными следующие
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коммутаторы (последние два из которых верны только в случае произвольного

постоянного однородного электромагнитного поля):

[Π𝜇,Π𝜈] = −i𝑒𝑄𝐹 𝜇𝜈 , (2.32)

[Π𝜇,ΠΠ] = −2i𝑒𝑄𝐹 𝜇
𝜈Π

𝜈 , (2.33)

[Π𝜇Π𝜈,ΠΠ] = −2i𝑒𝑄
(︀
𝐹 𝜇

𝜌Π
𝜌Π𝜈 − Π𝜇Π𝜌𝐹

𝜌
𝜈

)︀
. (2.34)

С их помощью можно легко убедиться, что только один из трёх попарных ком

мутаторов между операторами 𝐻0, 𝐻𝐹 , и 𝐻𝜉 равен нулю ([𝐻0, 𝐻𝐹 ] = 0). Хотя

два других коммутатора по-отдельности не зануляются, их сумма тем не менее

тоже оказывается равной нулю ([𝐻0 +𝐻𝐹 , 𝐻𝜉] = 0).

Всё это позволяет провести пошаговое разделение экспоненты e−i𝜏(𝐻0+𝐻𝐹+𝐻𝜉),

возникающей в рамках метода МФШ, согласно формуле Бейкера–Кэмпбелла–Хау

сдорфа [133]:

e−i𝜏(𝐻0+𝐻𝐹+𝐻𝜉) = e−i𝜏𝐻𝜉 e−i𝜏(𝐻0+𝐻𝐹 ) (2.35)

= e−i𝜏𝐻𝜉 e−i𝜏𝐻𝐹 e−i𝜏𝐻0 .

Заметим, что возможны и другие порядки следования экспоненциальных опе

раторов друг за другом, однако, указанная выше запись оказывается особенно

удачной для проведения соответствующих вычислений.

Таким образом мы получаем следующее представление пропагатора в виде

интеграла по параметру собственного времени от трёх (частично) коммутиру

ющих экспоненциальных операторов, последовательно действующих на четы

рёхмерную дельта-функцию (из правой части пропагаторного уравнения) от

разности пространственно-временных координат:

𝐺(𝑋,𝑋 ′) = i

∞∫︁
0

d𝜏 e−i𝜏𝐻𝜉 e−i𝜏𝐻𝐹 e−i𝜏𝐻0 𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) . (2.36)

Так как единственным условием во всех предшествующих выкладках было по

стоянство тензора 𝐹 𝜇𝜈, то данное общее представление справедливо для любой

конфигурации постоянного однородного электромагнитного поля.
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Рассмотрим более подробно анатомию построенного пропагатора. Экспо

нента от 𝐻0 соответствует пропагатору скалярной частицы. Следующая за ней

экспонента от 𝐻𝐹 описывает дополнительную структуру, связанную со спином

частицы. Вместе взятые, они дают выражение для пропагатора массивного век

торного бозона в калибровке Фейнмана (𝜉 = 1). Однако, для случая 𝜉 ̸= 1

имеется дополнительный экспоненциальный оператор, отвечающий за иной вы

бор 𝜉-калибровки.

По аналогии с ранее рассмотренными случаями скалярной частицы и фер

миона, для дальнейших вычислений сделаем такой же выбор как 4-потенциа

ла электромагнитного поля (1.58), так и вида разложения дельта-функции в

ряд/интеграл (1.62).

В итоге для оператора 𝐻0 получаем следующий результат:

(𝐻0)
𝜇
𝜈 =

(︁
𝑝2‖ +𝑚2 − 𝛽(𝜕2𝜂 − 𝜂2)

)︁
𝛿𝜇𝜈 . (2.37)

С помощью этого выражения мы можем сделать первый шаг в вычислении по

следовательного действия трёх экспоненциальных операторов на дельта-функ

цию в (2.36):

(︀
e−i𝜏𝐻0

)︀𝜇
𝜈
𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) =

√︀
𝛽

∞∑︁
𝑛=0

∫︁
d3𝑝q,𝑦
(2𝜋)3

(2.38)

e−i𝜏[𝑝2‖+𝑚2+(2𝑛+1)𝛽]ei(𝑝(𝑋−𝑋 ′))q,𝑦𝑉𝑛(𝜂)𝑉𝑛(𝜂
′) 𝛿𝜇𝜈 .

Далее, найдём явное выражение для второго экспоненциального оператора

(2.30). Как видно из формулы (2.24), ряд для экспоненты от матрицы такого

вида легко вычисляется аналитически, что приводит нас в итоге к следующему

результату:

[︀
e−i𝜏𝐻𝐹

]︀𝜇
𝜈

=
[︀
e−2𝑄𝛽𝜏𝜙

]︀𝜇
𝜈

(2.39)

= 𝛿𝜇‖𝜈 + cos(2𝛽𝜏)𝛿𝜇⊥𝜈 −𝑄 sin(2𝛽𝜏)𝜙𝜇
𝜈

= 𝛿𝜇‖𝜈 +
ei2𝛽𝜏

2
(𝛿𝜇⊥𝜈 + i𝑄𝜙𝜇

𝜈) +
e−i2𝛽𝜏

2
(𝛿𝜇⊥𝜈 − i𝑄𝜙𝜇

𝜈) .
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Здесь дополнительно были введены обозначения для символов Кронекера в

двух подпространствах:

𝛿𝜇‖𝜈 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝛿𝜇⊥𝜈 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Как и в случае задачи о нахождении пропагатора фермиона, в промежуточном

выражении для пропагатора массивного векторного бозона появляются следу

ющие экспоненты:

e−i𝜏[𝑝2q+𝑚2+(2𝑛+1)𝛽] , e−i𝜏[𝑝2q+𝑚2+(2𝑛+3)𝛽] и e−i𝜏[𝑝2q+𝑚2+(2𝑛−1)𝛽] . (2.40)

Чтобы при интегрировании по 𝜏 заработать одинаковые выражения в знамена

теле для всех слагаемых, сдвинем индексы суммирования в (2.38) соответству

ющим образом. Заметим, что операция сдвига индекса суммирования не влияет

на дальнейшее применение третьего экспоненциального оператора, поэтому её

можно провести уже на данной стадии.

Это приводит нас к выражению для результата действия двух экспоненци

альных операторов на дельта-функцию:(︀
e−i𝜏𝐻𝐹 e−i𝜏𝐻0

)︀𝜇
𝜈
𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) = (2.41)

=
√︀
𝛽

∞∑︁
𝑛=−1

∫︁
d3𝑝q,𝑦
(2𝜋)3

ei(𝑝(𝑋−𝑋 ′))q,𝑦 e−i𝜏[𝑝2‖+𝑚2+(2𝑛+1)𝛽] 𝑑𝜇𝜈 ,

𝑑𝜇𝜈 = 𝛿𝜇‖𝜈𝑉𝑛𝑉
′
𝑛 +

1

2
(𝛿𝜇⊥𝜈 + i𝑄𝜙𝜇

𝜈)𝑉𝑛+1𝑉
′
𝑛+1 (2.42)

+
1

2
(𝛿𝜇⊥𝜈 − i𝑄𝜙𝜇

𝜈)𝑉𝑛−1𝑉
′
𝑛−1 .

В данном выражении для сокращения записи были введены следующие обозна

чения:

𝑉𝑚 = 𝑉𝑚(𝜂) и 𝑉
′

𝑚 = 𝑉𝑚(𝜂
′) . (2.43)
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Наконец, перейдём к последнему экспоненциальному оператору. Его ряд

также может быть аналитически вычислен, давая следующее компактное вы

ражение:

e−i𝑠( 1
𝜉−1)Π𝜇Π𝜈 = 𝛿𝜇𝜈 +Π𝜇e

−i𝑠( 1
𝜉−1)ΠΠ − 1

ΠΠ
Π𝜈 . (2.44)

Как видим, зависимый от 𝜉-калибровки экспоненциальный оператор представ

ляет собой сумму двух слагаемых. Первое слагаемое фактически отвечает вы

бору калибровки Фейнмана (𝜉 = 1) и приводит в итоге к выражению (2.41).

Второе слагаемое, в свою очередь, описывает отклонение от этой калибровки.

Чтобы найти результат его действия на выражение (2.41)[︂
Π𝜇e

−i𝜏( 1
𝜉−1)ΠΠ − 1

ΠΠ
Π𝜈

]︂
e−i𝜏𝐻𝐹 e−i𝜏𝐻0 𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) , (2.45)

введём стандартные обозначения для повышающего и понижающего оператора

из задачи о квантовом гармоническом осцилляторе:

𝑎+ =
1√
2
(𝜂 − 𝜕𝜂) , 𝑎− =

1√
2
(𝜂 + 𝜕𝜂) . (2.46)

Отсюда следует, что:

𝜕𝜂 =
1√
2
(𝑎− − 𝑎+) , 𝜂 =

1√
2
(𝑎− + 𝑎+) . (2.47)

Кроме того, удобным оказывается использование следующего вспомогательного

вектора единичной нормы:

𝑣𝜌 =

(︂
0,

𝑖√
2
,
𝑄√
2
, 0

)︂
, (2.48)

что связано с рядом его свойств, проявляющихся при вычислении свёрток со

встречающимися в задаче тензорами:

𝑣𝜌 (𝛿
𝜌
⊥𝜈 + i𝑄𝜙𝜌

𝜈) = 0 , 𝑣*𝜌 (𝛿
𝜌
⊥𝜈 + i𝑄𝜙𝜌

𝜈) = 2𝑣*𝜈 ,

𝑣*𝜌 (𝛿
𝜌
⊥𝜈 − i𝑄𝜙𝜌

𝜈) = 0 , 𝑣𝜌 (𝛿
𝜌
⊥𝜈 − i𝑄𝜙𝜌

𝜈) = 2𝑣𝜈 .
(2.49)

Используя введённые выше обозначения, оператор импульса Π можно записать

в виде:

Π𝜌 = 𝑝‖ 𝜌 +
√︀
𝛽𝑣𝜌𝑎

+ +
√︀
𝛽𝑣*𝜌𝑎

− . (2.50)



57

Его действие на тензор 𝑑𝜌𝜈 даёт следующий результат:

Π𝜌𝑑
𝜌
𝜈 = 𝑝‖ 𝜈𝑉𝑛𝑉

′
𝑛 +

√︀
𝑛𝛽 𝑣𝜈 𝑉𝑛𝑉

′
𝑛−1 +

√︀
(𝑛+ 1)𝛽 𝑣*𝜈 𝑉𝑛𝑉

′
𝑛+1 . (2.51)

Важнейшим замечанием является тот факт, что несмотря на то, что в исходном

тензоре 𝑑𝜌𝜈 присутствуют слагаемые с функциями 𝑉𝑚(𝜂), имеющими разные

индексы (𝑚 = 𝑛, 𝑛−1, 𝑛+1), в выражении (2.51), однако, присутствуют только

лишь функции 𝑉𝑛(𝜂). Это, в свою очередь, означает, что последующее действие

оператора ΠΠ из (2.45) на выражение (2.51) эквивалентно следующей замене

(одной и той же в каждом из слагаемых):

ΠΠ → 𝑝2‖ + (2𝑛+ 1)𝛽 . (2.52)

Как уже было отмечено ранее, такого рода упрощения возникают благода

ря имеющимся симметриям задачи, в частности, соотношению на собственные

функции и собственные значения оператора ΠΠ.

Таким образом средняя часть оператора [...] в выражении (2.45) может

быть заблаговременно факторизована как 𝑐-число ещё до вычисления действия

оператора Π𝜇 на (2.51). Это приводит нас к ещё одному промежуточному пред

ставлению пропагатора:

(︀
e−i𝜏𝐻

)︀𝜇
𝜈
𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) =

(︀
e−i𝜏𝐻𝜉 e−i𝜏𝐻𝐹 e−i𝜏𝐻0

)︀𝜇
𝜈
𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) (2.53)

=
√︀
𝛽

∞∑︁
𝑛=−1

∫︁
d3𝑝q,𝑦
(2𝜋)3

×

(︃
𝛿𝜇𝜌 +

e−i𝜏( 1
𝜉−1)[𝑝2‖+(2𝑛+1)𝛽] − 1

𝑝2‖ + (2𝑛+ 1)𝛽
Π𝜇Π𝜌

)︃
× ei(𝑝(𝑋−𝑋 ′))q,𝑦 e−i𝜏[𝑝2‖+𝑚2+(2𝑛+1)𝛽] 𝑑𝜌𝜈 .

Хотя ещё остаётся не вычисленным действие оператора Π𝜇Π𝜌, уже оказывает

ся возможным выполнить интегрирование по 𝜏 , что приводит к следующему
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результату:

𝐺𝜇
𝜈(𝑋,𝑋

′) = i

∞∫︁
0

d𝜏 e−i𝜏𝐻 𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) = (2.54)

=
√︀
𝛽

∞∑︁
𝑛=−1

∫︁
d3𝑝q,𝑦
(2𝜋)3

ei(𝑝(𝑋−𝑋 ′))q,𝑦

𝑝2‖ +𝑀 2
𝑛 + i𝜀

(︃
1 +

𝜉 − 1

𝑝2‖ + �̃� 2
𝑛 + i𝜀

Π𝜇Π𝜌

)︃
𝑑𝜌𝜈 ,

где были введены обозначения для эффективных масс 𝑀 2
𝑛 = 𝑚2 + (2𝑛+ 1)𝛽 и

�̃� 2
𝑛 = 𝜉𝑚2 + (2𝑛+ 1)𝛽.

Наконец, используя свойства (2.46) – (2.49), найдём значение оставшегося

выражения:

𝑓𝜇𝜈 ≡ Π𝜇Π𝜌𝑑
𝜌
𝜈 = 𝑝𝜇

‖ 𝑝‖ 𝜈𝑉𝑛𝑉
′
𝑛 + (2.55)

+ 𝑝𝜇
‖

(︁√︀
𝛽𝑛 𝑣𝜈𝑉𝑛𝑉

′
𝑛−1 +

√︀
𝛽(𝑛+ 1) 𝑣*𝜈𝑉𝑛𝑉

′
𝑛+1

)︁
+
(︁√︀

𝛽𝑛 𝑣*𝜇𝑉𝑛−1𝑉
′
𝑛 +

√︀
𝛽(𝑛+ 1) 𝑣𝜇𝑉𝑛+1𝑉

′
𝑛

)︁
𝑝‖𝜈

+ 𝛽
√︀
𝑛(𝑛+ 1) (𝑣𝜇𝑣𝜈𝑉𝑛+1𝑉

′
𝑛−1 + 𝑣*𝜇𝑣*𝜈𝑉𝑛−1𝑉

′
𝑛+1)

+ 𝛽(𝑛+ 1)𝑣𝜇𝑣*𝜈𝑉𝑛+1𝑉
′
𝑛+1 + 𝛽𝑛 𝑣*𝜇𝑣𝜈𝑉𝑛−1𝑉

′
𝑛−1 .

Как уже отмечалось ранее в контексте задач о пропагаторах скалярной части

цы и фермиона, представление вида (2.54) является не самым наглядным с

точки зрения имеющихся симметрий задачи, в частности, радиальной симмет

рии в плоскости 𝑥𝑦. Для симметризации этого выражения нужно вычислить

интеграл по переменной 𝑝𝑦, зависимость от которой присутствует не только в

экспоненциальном множителе, но также скрыта в переменных 𝜂 и 𝜂′.

Всё это опять приводит нас к интегралам вида

𝐼𝑛,𝑛′ =

∫︁
d𝑝𝑦𝑒

i𝑝𝑦(𝑦−𝑦′)𝑉𝑛(𝜂)𝑉𝑛′(𝜂′) . (2.56)

Однако, в отличие от скалярного и спинорного случаев, в задаче о пропагаторе

массивного векторного бозона число таких интегралов значительно больше, что

видно из разнообразия попарных комбинаций индексов в произведениях вида

𝑉𝑙(𝜂)𝑉𝑚(𝜂
′) из выражений (2.42) и (2.55).
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В связи с тем, что для метрики с сигнатурой (−,+,+,+) некоторые про

межуточные обозначения отличаются от тех, что использовались при рассмот

рении скалярной и спинорной задач, выпишем ещё раз рецепт для вычисления

интегралов вида (2.56).

Сначала производится следующая стандартная замена переменной инте

грирования:

𝑢 = 𝑄
𝑝𝑦√
𝛽
+

√
𝛽

2
[(𝑥+ 𝑥′)− i𝑄(𝑦 − 𝑦′)] . (2.57)

Это приводит нас к выражению

𝐼𝑛,𝑛′ =
eiΦ(𝑋,𝑋 ′)

√
2𝑛+𝑛′𝑛!𝑛′! 𝜋

√︀
𝛽 e−

𝛽
4 (𝑋−𝑋 ′)2⊥ 𝐼𝑛,𝑛′ . (2.58)

В формуле (2.58) выделились, во-первых, неинвариантный фазовый множи

тель, а во-вторых, уже известный нам табличный интеграл для произведения

многочленов Чебышёва–Эрмита:

Φ(𝑋,𝑋 ′) = −𝑄𝛽
2

(𝑥+ 𝑥′)(𝑦 − 𝑦′) , (2.59)

𝐼𝑛,𝑛′ =

∞∫︁
−∞

d𝑢 e−𝑢2

𝐻𝑛(𝑢+ 𝑎)𝐻𝑛′(𝑢+ 𝑏) , (2.60)

где введены следующие обозначения:

𝑎 =

√
𝛽

2
[(𝑥− 𝑥′) + i𝑄(𝑦 − 𝑦′)] , (2.61)

𝑏 = −
√
𝛽

2
[(𝑥− 𝑥′)− i𝑄(𝑦 − 𝑦′)] .

Дальнейшие вычисления делаются по аналогии с ранее рассмотренными слу

чаями скалярной частицы и фермиона, что в конечном итоге приводит нас

к симметризованному представлению для пропагатора массивного векторного

бозона во внешнем постоянном однородном магнитном поле в произвольной
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𝜉–калибровке в виде разложения в ряд по уровням Ландау:

𝐺𝜇
𝜈(𝑋,𝑋

′) =
𝛽

2𝜋
eiΦ

∞∑︁
𝑛=−1

∫︁
d2𝑝q
(2𝜋)2

ei(𝑝𝑍)‖ e−𝛽𝑍2
⊥/4

𝑝2‖ +𝑀 2
𝑛 + i𝜀

(2.62)

×

(︃
𝑑𝜇𝜈 +

𝜉 − 1

𝑝2‖ + �̃� 2
𝑛 + i𝜀

𝑓𝜇𝜈

)︃
,

𝑑𝜇𝜈 = 𝛿𝜇‖𝜈𝐿𝑛 +
1

2
𝛿𝜇⊥𝜈

(︂
𝐿𝑛+1 + 𝐿𝑛−1

)︂
(2.63)

+
i𝑄

2
𝜙𝜇

𝜈

(︂
𝐿𝑛+1 − 𝐿𝑛−1

)︂
,

𝑓𝜇𝜈 =

[︂
𝑝𝜇‖𝑝‖𝜈 −

𝛽𝑄

2

(︂
𝑝𝜇‖(𝑍𝜙)𝜈 + (𝜙𝑍)𝜇𝑝‖𝜈

)︂
(2.64)

+

(︂
(2𝑛+ 1)𝛽 − 𝛽2

4
𝑍2
⊥

)︂
𝛿𝜇⊥𝜈 +

i𝑄𝛽

2
𝜙𝜇

𝜈

]︂
𝐿𝑛

+
i𝛽

2

[︂(︂
𝑝𝜇‖𝑍⊥𝜈 + 𝑍𝜇

⊥𝑝‖𝜈

)︂
+ i𝛿𝜇⊥𝜈 −

𝑄𝛽

2
𝑍2
⊥𝜙

𝜇
𝜈

]︂(︂
𝐿(1)
𝑛 + 𝐿

(1)
𝑛−1

)︂
− 𝛽2(𝜙𝑍)𝜇(𝑍𝜙)𝜈𝐿

(2)
𝑛−1 .

В формулах (2.63) и (2.64) у всех многочленов Чебышёва–Лагерра 𝐿
(𝑚)
𝑛 аргу

мент равен 𝛽𝑍2
⊥/2, то есть 𝐿

(𝑚)
𝑛 = 𝐿

(𝑚)
𝑛 (𝛽𝑍2

⊥/2). Тензорные выражения в круг

лых скобках стоит рассматривать как последовательные свёртки по соответ

ствующим индексам, например, (𝜙𝑍)𝜇 = 𝜙𝜇
𝜆 𝑍

𝜆.

Данная форма пропагатора является смешанной. В ней присутствуют как

структуры, записанные в импульсном представлении (по переменным 𝑡 и 𝑧), так

и структуры, записанные в координатном представлении (по переменным 𝑥 и

𝑦). Как и для случаев скаляра и фермиона, имеется два направления развития

дальнейших вычислений. Одно из них, а именно, приведение выражения для

пропагатора к полному координатному представлению, будет рассмотрено в

следующей главе. В рамках же этой главы мы выполним преобразование к

полному импульсному представлению. Для этого в очередной раз воспользуемся

формулами (1.77) – (1.84).

В итоге получим импульсное представление пропагатора массивного век

торного бозона в постоянном однородном магнитном поле в виде разложения в
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ряд по уровням Ландау в произвольной 𝜉–калибровке:

𝐺𝜇
𝜈(𝑋,𝑋

′) = eiΦ
∫︁

d4𝑝

(2𝜋)4
ei(𝑝(𝑋−𝑋 ′))𝐺𝜇

𝜈(𝑝) , (2.65)

𝐺𝜇
𝜈(𝑝) =

∞∑︁
𝑛=−1

2(−1)𝑛 e−𝑝2⊥/𝛽

𝑝2‖ +𝑀 2
𝑛 + i𝜀

(︃
≈
𝑑𝜇𝜈 +

𝜉 − 1

𝑝2‖ + �̃� 2
𝑛 + i𝜀

≈
𝑓𝜇𝜈

)︃
, (2.66)

≈
𝑑𝜇𝜈 = 𝛿𝜇‖𝜈𝐿𝑛 −

1

2
𝛿𝜇⊥𝜈 (𝐿𝑛+1 + 𝐿𝑛−1)−

i𝑄

2
𝜙𝜇

𝜈 (𝐿𝑛+1 − 𝐿𝑛−1) , (2.67)

≈
𝑓𝜇𝜈 =

(︂
𝑝𝜇𝑝𝜈 −

i𝑄𝛽

2
𝜙𝜇

𝜈

)︂
𝐿𝑛 − (𝜙𝑝)𝜇(𝑝𝜙)𝜈

(︁
𝐿𝑛 + 4𝐿

(2)
𝑛−1

)︁
(2.68)

+ i𝑄

(︂
𝑝𝜇(𝑝𝜙)𝜈 + (𝜙𝑝)𝜇𝑝𝜈 +

i𝑄𝛽

2
𝛿𝜇⊥𝜈

)︂(︁
𝐿(1)
𝑛 + 𝐿

(1)
𝑛−1

)︁
,

Φ(𝑋,𝑋 ′) = −𝑄𝛽
2

(𝑥+ 𝑥′)(𝑦 − 𝑦′) , (2.69)

𝑀 2
𝑛 = 𝑚2 + (2𝑛+ 1)𝛽 , (2.70)

�̃� 2
𝑛 = 𝜉𝑚2 + (2𝑛+ 1)𝛽 . (2.71)

В выражениях (2.67) и (2.68) у всех многочленов Чебышёва–Лагерра 𝐿
(𝑚)
𝑛 ар

гументом является 2𝑝2⊥/𝛽, то есть 𝐿
(𝑚)
𝑛 = 𝐿

(𝑚)
𝑛 (2𝑝2⊥/𝛽).

Заметим, что суммирование в (2.66) начинается с 𝑛 = −1. Это означает,

что в достаточно сильном магнитном поле для основного уровня Ландау ве

личина 𝑀 2
−1 будет иметь отрицательное значение, приводя к так называемой

нестабильности вакуума [61].

2.3.2. Сравнение методов вычисления пропагатора массивного

векторного бозона

Сравним выражение для пропагатора (2.65) – (2.71), полученное в преды

дущем разделе, с результатом из статьи [105]:

𝐺𝜇
𝜈(𝑋,𝑋

′) = 𝜑(𝑋,𝑋 ′)

∫︁
d4𝑝

(2𝜋)4
ei(𝑝(𝑋−𝑋 ′))𝐺𝜇

𝜈(𝑝) , (2.72)

где уже знакомый нам неинвариантный фазовый множитель записан в виде

𝜑(𝑋,𝑋 ′) = exp

{︂(︂
− i𝑒𝑄

2
𝑋 ′𝜌𝐹𝜌𝜎𝑋

𝜎

)︂}︂
, (2.73)
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а фурье-образ трансляционно-инвариантной части даётся следующей формулой

в параметризации собственного времени:

𝐺𝜇
𝜈(𝑝) = i

∞∫︁
0

d𝜏

cos(𝛽𝜏)
e−i𝜏(𝑝2‖+𝑝2⊥

tan(𝛽𝜏)
𝛽𝜏 ) (2.74)

×
{︂
e−i𝜏(𝑚2−i𝜀)

[︁
𝛿𝜇‖𝜈 + 𝛿𝜇⊥𝜈 cos(2𝛽𝜏)−𝑄𝜙𝜇

𝜈 sin(2𝛽𝜏)
]︁

+
1

𝑚2

(︁
e−i𝜏(𝑚2−i𝜀) − e−i𝜏(𝜉𝑚2−i𝜀)

)︁[︂(︂
𝑝𝜇 −𝑄 (𝜙𝑝)𝜇 tan (𝛽𝜏)

)︂
×
(︂
𝑝𝜈 −𝑄 (𝑝𝜙)𝜈 tan (𝛽𝜏)

)︂
− i𝛽

2

(︂
𝑄𝜙𝜇

𝜈 + 𝛿𝜇⊥𝜈 tan(𝛽𝜏)

)︂]︂}︂
.

Чтобы преобразовать (2.74) от швингеровской формы к разложению в ряд

по уровням Ландау, воспользуемся подходом, предложеным в [102] (см. также

[15] и [101]). Перепишем формулу (2.74) в более удобном для дальнейшего ана

лиза виде:

𝐺𝜇
𝜈(𝑝) =

i

𝛽

∞∫︁
0

d𝑣 e−i𝜌𝑣

[︂
𝛿𝜇‖𝜈 𝐹1(𝑣) + 𝛿𝜇⊥𝜈 𝐹2(𝑣)−𝑄𝜙𝜇

𝜈 𝐹3(𝑣)

]︂
(2.75)

+
i

𝛽𝑚2

∞∫︁
0

d𝑣
(︀
e−i𝜌𝑣 − e−i𝜌𝜉𝑣

)︀ [︂(︂
𝑝𝜇𝑝𝜈 − i

𝑄𝛽

2
𝜙𝜇

𝜈

)︂
𝐹1(𝑣)

−
(︂
𝑄𝑝𝜇(𝑝𝜙)𝜈 +𝑄(𝜙𝑝)𝜇𝑝𝜈 + i

𝛽

2
𝛿𝜇⊥𝜈

)︂
𝐹4(𝑣) + (𝜙𝑝)𝜇(𝑝𝜙)𝜈 𝐹5(𝑣)

]︂
,

с функциями 𝐹𝑖(𝑣), имеющими вид:

𝐹1(𝑣) =
1

cos 𝑣
exp(−i𝛼 tan 𝑣) , (2.76)

𝐹2(𝑣) =
cos(2 𝑣)

cos 𝑣
exp(−i𝛼 tan 𝑣) , (2.77)

𝐹3(𝑣) =
sin(2 𝑣)

cos 𝑣
exp(−i𝛼 tan 𝑣) , (2.78)

𝐹4(𝑣) =
tan 𝑣

cos 𝑣
exp(−i𝛼 tan 𝑣) = i

𝜕

𝜕𝛼
𝐹1(𝑣) , (2.79)

𝐹5(𝑣) =
tan2 𝑣

cos 𝑣
exp(−i𝛼 tan 𝑣) = − 𝜕2

𝜕𝛼2
𝐹1(𝑣) . (2.80)

В данных формулах были использованы обозначения: 𝑣 = 𝛽𝜏 , 𝜌 = (𝑚2+ 𝑝2‖)/𝛽,

𝜌𝜉 = (𝜉 𝑚2 + 𝑝2‖)/𝛽, 𝛼 = 𝑝2⊥/𝛽.
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Так как все функции 𝐹𝑗(𝑣) (𝑗 = 1...5) являются периодическими и удовле

творяют соотношению

𝐹𝑗(𝑣 + 𝜋 𝑛) = (−1)𝑛 𝐹𝑗(𝑣) , (2.81)

мы можем разделить всю область интегрирования (0,∞) на равные интерва

лы (0, 𝜋), (𝜋, 2𝜋), . . . , (𝑛𝜋, [𝑛 + 1]𝜋), . . . . Сделав в каждом из этих интервалов

замену переменной интегрирования 𝑣 → 𝑣 + 𝑛𝜋, можно единообразно записать

встречающиеся в (2.75) интегралы:

𝐼𝑗 =

∞∫︁
0

d𝑣 exp(−i𝜌𝑣)𝐹𝑗(𝑣) =
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛 exp(−i𝜌𝑛𝜋)𝐴𝑗 (2.82)

=
1

1 + exp(−i𝜌𝜋)
𝐴𝑗 ,

где

𝐴𝑗 =

𝜋∫︁
0

d𝑣 exp(−i𝜌𝑣)𝐹𝑗(𝑣) . (2.83)

Детали, связанные с вычислением интегралов𝐴𝑗 могут быть найдены в [15, 108].

Приведём лишь финальные выражения:

𝐴1 = −2 i
(︀
1 + e−i𝜌𝜋

)︀ ∞∑︁
𝑛=0

ℓ𝑛−1(𝛼)

𝜌+ 2𝑛− 1
, (2.84)

𝐴2 = −i
(︀
1 + e−i𝜌𝜋

)︀ ∞∑︁
𝑛=0

ℓ𝑛(𝛼) + ℓ𝑛−2(𝛼)

𝜌+ 2𝑛− 1
, (2.85)

𝐴3 = −
(︀
1 + e−i𝜌𝜋

)︀ ∞∑︁
𝑛=0

ℓ𝑛(𝛼)− ℓ𝑛−2(𝛼)

𝜌+ 2𝑛− 1
, (2.86)

𝐴4 = 2
(︀
1 + e−i𝜌𝜋

)︀ ∞∑︁
𝑛=0

ℓ′𝑛−1(𝛼)

𝜌+ 2𝑛− 1
, (2.87)

𝐴5 = 2 i
(︀
1 + e−i𝜌𝜋

)︀ ∞∑︁
𝑛=0

ℓ′′𝑛−1(𝛼)

𝜌+ 2𝑛− 1
, (2.88)

где для компактности записи формул было введено следующее вспомогательное

обозначение:

ℓ𝑛(𝛼) = (−1)𝑛e−𝛼𝐿𝑛(2𝛼) . (2.89)
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После подстановки выражений (2.84) – (2.88) в формулу (2.75) и ряда три

виальных преобразований с использованием известных свойств многочленов Че

бышёва–Лагерра мы обнаружим, что (2.75) преобразуется в точности к виду

(2.65) – (2.71).

Тем самым мы видим, что выражение для пропагатора массивного век

торного бозона в швингеровской форме, будучи преобразованным в два шага

(сперва в импульсное представление, а затем в разложение в ряд по уровням

Ландау), совпало с результатом, полученным в рамках модифицированного ме

тода Фока–Швингера. Как уже было отмечено ранее, при использовании метода

МФШ соответствующий вид (частично) достигается уже на начальных этапах

вычислений благодаря раннему снятию интеграла по параметру собственного

времени. Всё это значительно упрощает и ускоряет вычислительный процесс.

2.3.3. Пропагатор в метрике с сигнатурой (+,–,–,–)

Выражение для пропагатора (2.65) – (2.68) было получено в метрике с

сигнатурой 𝑔𝜇𝜈 = (−,+,+,+), что делало его удобным для сравнения с ранее

опубликованным результатом из работы [105]. Однако, в современной литера

туре по физике элементарных частиц принят ряд других соглашений, в первую

очередь, это связано с превалированием метрики 𝑔𝜇𝜈 = (+,−,−,−). В этом

разделе задача о поиске импульсного представления пропагатора массивного

векторного бозона в постоянном однородном магнитном поле в произвольной

𝜉-калибровке в виде разложения в ряд по уровням Ландау будет рассмотрена

в современных обозначениях.

Во-первых, перечислим обозначения, связанные с выбором сигнатуры мет

рического тензора:

𝑋𝜇 = (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) , 𝑋𝜇 = 𝑔𝜇𝜈𝑋
𝜈 = (𝑡,−𝑥,−𝑦,−𝑧) ,

𝜕𝜇 = (𝜕𝑡,∇) , 𝜕𝜇 = (𝜕𝑡,−∇) ,

𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 + i𝑒𝑄𝐴𝜇 , Π𝜇 = i𝐷𝜇 , ΠΠ = Π𝜈Π𝜈 .
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Далее, из первых принципов найдём пропагаторное уравнение для рассматрива

емой задачи. Для этого выпишем соответствующие члены в лагранжиане Стан

дартной Модели:

ℒ = ℒ𝑊 + ℒ𝑊𝑊𝐴 + ℒ𝑊𝑊𝐴𝐴 + ℒ𝑔𝑎𝑢𝑔𝑒 , (2.90)

ℒ𝑊 = −1

2
𝑊 †

𝜇𝜈𝑊
𝜇𝜈 +𝑚2𝑊 †

𝜇𝑊
𝜇 ,

ℒ𝑊𝑊𝐴 = i𝑒𝑄

[︂
𝐹 𝜇𝜈𝑊 †

𝜇𝑊𝜈 −𝑊 †
𝜇𝜈𝐴

𝜇𝑊 𝜈 +𝑊 𝜇𝜈𝐴𝜇𝑊
†
𝜈

]︂
,

ℒ𝑊𝑊𝐴𝐴 = 𝑒2
[︂
𝐴𝜇𝑊 †

𝜇𝐴
𝜈𝑊 †

𝜈 − 𝐴𝜇𝐴𝜇𝑊
†
𝜈𝑊

𝜈

]︂
,

ℒ𝑔𝑎𝑢𝑔𝑒 = −1

𝜉

(︂
𝐷𝜇𝑊

𝜇

)︂†(︂
𝐷𝜈𝑊

𝜈

)︂
.

Последний член отвечает за фиксирование калибровки, как это было предложе

но в [105]. Относительные знаки между слагаемыми лагранжиана Стандартной

Модели были выбраны в соответствии с соглашениями, принятыми большин

ством [137] современных учебников и пособий (например, [138]). Это, в свою

очередь, влечёт за собой выбор параметра 𝜂 = 1 в выражении

𝑊 𝑖
𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝑊

𝑖
𝜈 − 𝜕𝜈𝑊

𝑖
𝜇 − 𝜂𝑔𝜀𝑖𝑗𝑘𝑊

𝑗
𝜇𝑊

𝑘
𝜈 . (2.91)

Заметим, что в оригинальной работе [105] этот выбор был сделан в соответствии

с [139], т.е., 𝜂 = −1. Это внесло дополнительное отличие как в лагранжиан

Стандартной Модели, так и в получающееся из него пропагаторное уравнение

(2.27).

Сделав соответствующий выбор договорённостей касаемо сигнатуры мет

рического тензора и относительных знаков в лагранжиане Стандартной Мо

дели, получим пропагаторное уравнение для массивного векторного бозона во

внешнем электромагнитном поле:

𝐻𝜇
𝜈𝐺

𝜈
𝜌(𝑋,𝑋

′) = 𝛿𝜇𝜈𝛿
4(𝑋 −𝑋 ′) , (2.92)

𝐻𝜇
𝜈 =

(︀
ΠΠ−𝑚2

)︀
𝛿𝜇𝜈 − 2𝑖𝑒𝑄𝐹 𝜇

𝜈 +

(︂
1

𝜉
− 1

)︂
Π𝜇Π𝜈 . (2.93)
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Применив соответствующие коммутационные соотношения для слагаемых

в (2.93), получим выражение, аналогичное (2.36):

𝐺(𝑋,𝑋 ′) = (−i)

0∫︁
−∞

d𝜏 e−i𝜏𝐻𝜉 e−i𝜏𝐻𝐹 e−i𝜏𝐻0 𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) . (2.94)

Далее, используя ту же схему вычислений, что была продемонстрирована ра

нее для другой сигнатуры метрического тензора, получим симметризованную

форму пропагатора:

𝐺𝜇
𝜈(𝑋,𝑋

′) =
𝛽

2𝜋
eiΦ

∞∑︁
𝑛=−1

∫︁
d2𝑝q
(2𝜋)2

e−i(𝑝𝑍)‖ e−𝛽𝑍2
⊥/4

𝑝2‖ −𝑀 2
𝑛 + i𝜀

(2.95)

×

(︃
𝑑𝜇𝜈 +

𝜉 − 1

𝑝2‖ − �̃� 2
𝑛 + i𝜀

𝑓𝜇𝜈

)︃
,

𝑑𝜇𝜈 = 𝛿𝜇‖𝜈𝐿𝑛 +
1

2
𝛿𝜇⊥𝜈

(︂
𝐿𝑛+1 + 𝐿𝑛−1

)︂
(2.96)

− i𝑄

2
𝜙𝜇

𝜈

(︂
𝐿𝑛+1 − 𝐿𝑛−1

)︂
,

𝑓𝜇𝜈 =

[︂
𝑝𝜇‖𝑝‖𝜈 +

𝛽𝑄

2

(︂
𝑝𝜇‖(𝑍𝜙)𝜈 + (𝜙𝑍)𝜇𝑝‖𝜈

)︂
(2.97)

−
(︂
(2𝑛+ 1)𝛽 − 𝛽2

4
𝑍2
⊥

)︂
𝛿𝜇⊥𝜈 +

i𝑄𝛽

2
𝜙𝜇

𝜈

]︂
𝐿𝑛

+
i𝛽

2

[︂(︂
𝑝𝜇‖𝑍⊥𝜈 + 𝑍𝜇

⊥𝑝‖𝜈

)︂
− i𝛿𝜇⊥𝜈 −

𝑄𝛽

2
𝑍2
⊥𝜙

𝜇
𝜈

]︂(︂
𝐿(1)
𝑛 + 𝐿

(1)
𝑛−1

)︂
− 𝛽2(𝜙𝑍)𝜇(𝑍𝜙)𝜈𝐿

(2)
𝑛−1 .

Это выражение, помимо прочего, будет нами использовано в третьей главе, где

из него будет найдено соответствующее координатное представление пропага

тора.

В рамках же этой главы получим финальное выражение для полного им

пульсного представления пропагатора массивного векторного бозона во внеш

нем постоянном однородном магнитном поле в произвольной 𝜉-калибровке в

виде разложения в ряд по уровням Ландау, используя современные обозначе
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ния:

𝐺𝜇
𝜈(𝑋,𝑋

′) = e−iΦ

∫︁
d4𝑝

(2𝜋)4
e−i(𝑝(𝑋−𝑋 ′))𝐺𝜇

𝜈(𝑝) , (2.98)

𝐺𝜇
𝜈(𝑝) =

∞∑︁
𝑛=−1

2(−1)𝑛 e−𝑝2⊥/𝛽

𝑝2‖ −𝑀 2
𝑛 + i𝜀

(︃
≈
𝑑𝜇𝜈 +

𝜉 − 1

𝑝2‖ − �̃� 2
𝑛 + i𝜀

≈
𝑓𝜇𝜈

)︃
, (2.99)

≈
𝑑𝜇𝜈 = 𝛿𝜇‖𝜈𝐿𝑛 −

1

2
𝛿𝜇⊥𝜈 (𝐿𝑛+1 + 𝐿𝑛−1) +

i𝑄

2
𝜙𝜇

𝜈 (𝐿𝑛+1 − 𝐿𝑛−1) , (2.100)

≈
𝑓𝜇𝜈 =

(︂
𝑝𝜇𝑝𝜈 −

i𝑄𝛽

2
𝜙𝜇

𝜈

)︂
𝐿𝑛 − (𝜙𝑝)𝜇(𝑝𝜙)𝜈

(︁
𝐿𝑛 + 4𝐿

(2)
𝑛−1

)︁
(2.101)

− i𝑄

(︂
𝑝𝜇(𝑝𝜙)𝜈 + (𝜙𝑝)𝜇𝑝𝜈 +

i𝑄𝛽

2
𝛿𝜇⊥𝜈

)︂(︁
𝐿(1)
𝑛 + 𝐿

(1)
𝑛−1

)︁
,

Φ(𝑋,𝑋 ′) = −𝑄𝛽
2

(𝑥+ 𝑥′)(𝑦 − 𝑦′) , (2.102)

𝑀 2
𝑛 = 𝑚2 + (2𝑛+ 1)𝛽 , (2.103)

�̃� 2
𝑛 = 𝜉𝑚2 + (2𝑛+ 1)𝛽 . (2.104)

2.4. Пропагатор фермиона во вращающейся среде

Ещё одним заслуживающим внимания примером использования модифи

цированного метода Фока–Швингера (МФШ) является результат, полученный

сторонней группой авторов [98], а именно, пропагатор фермиона во вращающей

ся среде. В этой работе всецело использовался тот факт, что как криволиней

ные координаты, так и внешние поля описываются через аппарат ковариантной

производной. Хотя данный результат не был получен и опубликован непосред

ственно соискателем, его включение в диссертацию является оправданным, так

как показывает качественно иные физические сценарии, где мог бы быть ис

пользован метод МФШ.

Рассмотрим основные этапы вычислений, которые были проделаны в дан

ной статье. Во-первых, авторы отмечают, что исследуемый ими физический

сценарий, а именно, нецентральные столкновения тяжёлых ионов, допускает

описание геометрии задачи в форме цилиндра, вращающегося вокруг оси 𝑧 с

угловой скоростью Ω. Это, в свою очередь, позволяет записать соответствую
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щий метрический тензор в виде:

𝑔𝜇𝜈 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1− (𝑥2 + 𝑦2)Ω2 𝑦Ω −𝑥Ω 0

𝑦Ω −1 0 0

−𝑥Ω 0 −1 0

0 0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (2.105)

Во-вторых, уравнение Дирака в криволинейных координатах задаётся в следу

ющем виде [140, 141]:

[i𝛾𝜇(𝜕𝜇 + Γ𝜇)−𝑚]𝜓(𝑋) = 0 . (2.106)

Здесь величины Γ𝜇 определяют коэффициенты аффинной связности согласно

формулам:

Γ𝜇 = − 𝑖

4
𝜔𝜇𝑖𝑗𝜎

𝑖𝑗 , (2.107)

𝜔𝜇𝑖𝑗 = 𝑔𝛼𝛽𝑒
𝛼
𝑖 (𝜕𝜇𝑒

𝛽
𝑗 + Γ𝛽

𝜇𝜈𝑒
𝜈
𝑗 ) , (2.108)

𝜎𝑖𝑗 =
i

2
[𝛾𝑖, 𝛾𝑗] , (2.109)

где символы Кристоффеля, выраженные через производные от метрического

тензора, имеют стандартный вид:

Γ𝜆
𝜇𝜈 =

1

2
𝑔𝜆𝜎(𝑔𝜎𝜈,𝜇 + 𝑔𝜇𝜎,𝜈 − 𝑔𝜇𝜈,𝜎) . (2.110)

В формулах выше греческие индексы (𝜇, 𝜈, ... = 𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) относятся к общим

координатам движущейся системы отсчёта, в то время как латинские индексы

(𝑖, 𝑗, ... = 𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) соответствуют локальной покоящейся декартовой системе

координат. Заметим, что

𝛾𝜇 = 𝑒𝜇𝑖 𝛾
𝑖 (2.111)

есть матрицы Дирака в искривлённом пространстве–времени, удовлетворяю

щие следующим антикоммутационным соотношениям

{𝛾𝜇, 𝛾𝜈} = 0 , (2.112)
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где 𝑒𝜇𝑖 – это тетрады, записанные в декартовой калибровке и связывающие об

щие и локальные координаты согласно формуле:

𝑋𝜇 = 𝑒𝜇𝑖𝑋
𝑖 . (2.113)

После ряда стандартных преобразований авторы получают следующий вид урав

нения Дирака:

[𝛾0(i𝜕𝑡 + Ω𝐽𝑧) + i𝛾∇−𝑚]𝜓(𝑋) = 0 , (2.114)

с введённым оператором полного спина

𝐽𝑧 = �̂�𝑧 + 𝑆𝑧 = −i(𝑥𝜕𝑦 − 𝑦𝜕𝑥) +
1

2
𝜎12 . (2.115)

Решение данного уравнения обсуждалось в работах [140–144].

Для того, чтобы избежать вычислительных трудностей, связанных с коор

динатной зависимостью матриц Дирака [145, 146], авторы прибегают к квадри

рованию этого уравнения согласно рецепту, схожему с тем, что использовался

в первом разделе данной главы:

𝜓(𝑋) = [𝛾0(i𝜕𝑡 + Ω𝐽𝑧) + i𝛾∇+𝑚]𝜑(𝑋) . (2.116)

Это приводит нас к дифференциальному уравнению второго порядка на новую

неизвестную функцию 𝜑(𝑥):

[(i𝜕𝑡 + Ω𝐽𝑧)
2 + 𝜕2𝑥 + 𝜕2𝑦 + 𝜕2𝑧 −𝑚2]𝜑(𝑋) = 0 . (2.117)

Данное уравнение уже не содержит гамма-матриц, а значит его можно перепи

сать с учётом имеющейся радиальной симметрии, перейдя к цилиндрическим

координатам (𝜌, 𝜙, 𝑧):[︂(︁
i𝜕𝑡 + Ω𝐽𝑧

)︁2
+

(︂
𝜕2𝜌 +

1

𝜌
𝜕𝜌 +

1

𝜌2
𝜕2𝜙

)︂
+ 𝜕2𝑧 −𝑚2

]︂
𝜑(𝑋) = 0 . (2.118)

Применив стандартные техники работы с уравнениями в частных производных,

а также используя свойства специальных функций математической физики,
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найдём выражение для общего вида решения уравнения (2.118):

𝜑(𝑋) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐽𝑙(𝑘⊥𝜌)

𝐽𝑙+1(𝑘⊥𝜌)𝑒
i𝜙

𝐽𝑙(𝑘⊥𝜌)

𝐽𝑙+1(𝑘⊥𝜌)𝑒
i𝜙

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ 𝑒
−i𝐸𝑡+i𝑘𝑧𝑧+i𝑙𝜙 . (2.119)

Подставив это выражение в формулу (2.116), получим общий вид решения урав

нения (2.114):

𝜓(𝑋) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
[�̃� +𝑚− 𝑘𝑧 + i𝑘⊥]𝐽𝑙(𝑘⊥𝜌)

[�̃� +𝑚+ 𝑘𝑧 − i𝑘⊥]𝐽𝑙+1(𝑘⊥𝜌)𝑒
i𝜙

[−�̃� +𝑚+ 𝑘𝑧 − i𝑘⊥]𝐽𝑙(𝑘⊥𝜌)

[−�̃� +𝑚− 𝑘𝑧 + i𝑘⊥]𝐽𝑙+1(𝑘⊥𝜌)𝑒
i𝜙

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ 𝑒
−i�̃�𝑡+i𝑘𝑧𝑧+i𝑙𝜙 . (2.120)

В формулах (2.119) и (2.120) были использованы следующие обозначения:

�̃� = 𝐸 + 𝑗Ω, 𝑘2⊥ = �̃�2 − 𝑘2𝑧 − 𝑚2, где 𝐽𝑚 – функции Бесселя первого рода,

𝑗 = 𝑙 + 𝑠 – квантовое число полного углового момента, а 𝑙 и 𝑠 – квантовые

числа орбитального и спинового угловых моментов, соответственно.

В случае построения пропагатора с использованием формализма канони

ческого квантования нам пришлось бы выполнять нормировку и ортогонали

зацию (как положительночастотных, так и отрицательночастотных) решений

(2.120) для разных спиновых состояний, а затем находить спиновую матрицу

плотности. В целом эта задача видится посильной, однако, с вычислительной

точки зрения является в значительной степени ресурсоёмкой. Напротив, авто

ры предпочли воспользоваться методом МФШ, в рамках которого оказалось

достаточным работать только лишь с функциями вида (2.119).

Для этих функций можно показать, что выполняется следующее разложе

ние дельта–функции:

∞∑︁
𝑙=−∞

∫︁
𝑑𝐸𝑑𝑘𝑧𝑑𝑘⊥𝑘⊥

(2𝜋)3
𝜑(𝑋)𝜑†(𝑋 ′) = 𝛿(4)(𝑋 −𝑋 ′) . (2.121)



71

Это выражение открывает дорогу для применения метода МФШ, в рамках кото

рого действие экспоненциального оператора приводит к скалярной экспоненте,

содержащей параметр собственного времени:

𝐺(𝑋,𝑋 ′) = (−i)

0∫︁
−∞

𝑑𝜏𝑒−i𝜏(�̃�2−𝑘2⊥−𝑚2+i𝜀) (2.122)

×
∞∑︁

𝑙=−∞

∫︁
𝑑𝐸𝑑𝑘𝑧𝑑𝑘⊥𝑘⊥

(2𝜋)3
𝜑(𝑋)𝜑†(𝑋 ′) .

Тривиальное снятие интеграла по параметру собственного времени в формуле

(2.122) с дальнейшим применением свойств специальных функций математиче

ской физики даёт в итоге финальное выражение для пропагатора фермиона во

вращающейся среде:

𝑆(𝑋,𝑋 ′) =

∫︁
𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝑒−i(𝑝(𝑋−𝑋 ′))𝑆(𝑝) , (2.123)

𝑆(𝑝) =
[𝑝0 + Ω/2− 𝑝𝑧 + i𝑝⊥]𝛾0 +𝑚

(𝑝0 + Ω/2)2 − p2 −𝑚2 + i𝜀
𝑂+ (2.124)

+
[𝑝0 − Ω/2 + 𝑝𝑧 − i𝑝⊥]𝛾0 +𝑚

(𝑝0 − Ω/2)2 − p2 −𝑚2 + i𝜀
𝑂− , (2.125)

𝑂± =
1

2
[1± i𝛾1𝛾2] . (2.126)

Заметим, что представленый выше вид пропагатора подходит для пертурбатив

ных вычислений в импульсном пространстве.

2.5. Основные результаты второй главы

В данной главе было продемонстрировано успешное применение модифи

цированного метода Фока–Швингера (МФШ) для нахождения пропагаторов

заряженных частиц со спином во внешнем постоянном однородном магнитном

поле. Ключевым отличием данного рода задач от скалярного случая является

наличие дополнительных слагаемых в операторе из левой части пропагаторного

уравнения, что может в той или иной степени затруднять вычисление действия
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экспоненциального оператора на дельта-функцию. Однако, в том случае, когда

эти слагаемые обладают хорошими коммутационными свойствами, становится

возможной факторизация экспоненциального оператора на несколько комму

тирующих экспонент. Это, в свою очередь, позволяет разбить вычисления на

этапы, каждый из которых значительно менее трудоёмок.

В задачах по нахождению пропагаторов для частиц со спином (в особен

ности, для массивного векторного бозона в произвольной 𝜉-калибровке) метод

МФШ явно демонстрирует свои преимущества перед другими подходами. Во

первых, по сравнению с формализмом канонического квантования, где требует

ся нахождение спиновых состояний с их дальнейшей нормировкой и ортогонали

зацеий, а также их использование для нахождения соответствующей спиновой

матрицы плотности, в методе МФШ происходит постепенное наращивание ре

шения, начиная с тривиальной скалярной задачи, для которой результаты всех

этих вышеозначенных шагов уже “спрятаны” в дельта-функцию.

Во-вторых, если рассматривать классический метод Фока–Швингера (ФШ)

как первый шаг в процессе нахождения импульсного представления пропагато

ра в виде разложения в ряд по уровням Ландау, то очевидно, что получен

ный на этом шаге результат необходимо далее преобразовать от координатного

представления к импульсному, а также перейти от швингеровской интегральной

формы к параметризации в виде ряда. Помимо не самых простых выкладок в

рамках непосредственно метода ФШ, вышеозначенные преобразования в ещё

большей степени увеличивают общую трудоёмкость вычислений. Напротив, в

рамках метода МФШ промежуточные выражения с самого начала оказываются

записаны в виде нужного ряда, а также являются максимально приближенны

ми к импульсному представлению. Кроме того, снятие интеграла по параметру

собственного времени происходит непосредственно до того единственного мо

мента, когда требуется рутинная работа по вычислению нескольких интегралов.

Всё это в итоге позволяет сравнительно быстро получить финальное выражение

для пропагатора.
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Хотя данная глава, как впрочем и диссертация в целом, посвящена приме

нению метода МФШ для сценария внешнего постоянного однородного магнит

ного поля, стоит отметить один из промежуточных результатов, полученных в

процессе нахождения пропагаторов частиц со спином. А именно, представление

пропагатора в достаточно общем виде как интеграла по параметру собственно

го времени от цепочки (частично) коммутирующих экспоненциальных опера

торов, последовательно действующих на четырёхмерную дельта-функцию (из

правой части пропагаторного уравнения) от разности пространственно-времен

ных координат. Главной особенностью такого представления является тот факт,

что оно было получено для любого постоянного однородного электромагнитно

го поля, а значит может быть использовано для теоретического анализа, где

требуется лишь знание соответствующих выражений в общем виде.

Наконец, примером совершенно иной физической конфигурации является

задача о поиске пропагатора электрона во вращающейся среде, которая бы

ла решена сторонней группой авторов с использованием метода МФШ. При

мечательным здесь является тот факт, что хотя в этой задаче отсутствовали

внешние поля, вычисления велись с учётом имеющейся радиальной симметрии,

которая была закодирована посредством ковариантной производной. Единство

описания казалось бы разных физических конфигураций (внешнее поле и кри

волинейные координаты) через аппарат ковариантной производной позволило

применить метод МФШ и в данном случае, тем самым указав на ещё один класс

задач, для которых он может быть задействован.
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Глава 3

Пропагаторы в координатном представлении

3.1. Введение

Как уже было отмечено во введении, несмотря на доминирующее положе

ние импульсного представления в квантовой теории поля, для ряда задач ока

зывается удобным использование координатного представления. Например, к

таковым относятся петлевые диаграммы sunset–типа. В конечном итоге их рас

смотрение в координатном представлении сводится к вычислению интегралов

от произведения нескольких функций Бесселя. Для этих интегралов известны

как аналитические решения, так и рекуррентные соотношения, позволяющие

значительно упростить в дальнейшем их численную оценку. Кроме того, как

было показано в ряде работ, в случае наличия расходимостей, встречающихся

при исследовании петлевых диаграмм, координатное представление допускает

применение разнообразных методов регуляризации.

Хотя выражения наподобие (1.47) и записаны в координатном представле

нии, используемая в них интегральная параметризация через собственное время

не проявляет в явном виде ни функций Бесселя ни других специальных функ

ций математической физики. С другой стороны, как уже было установлено в

рамках рассмотрения импульсного представления пропагаторов заряженных ча

стиц в постоянном однородном магнитном поле, при переходе к разложению в

ряд по уровням Ландау выражение для пропагатора распадается на слагаемые

одинакового вида. В этих слагаемых один из множителей фактически соответ

ствует пропагатору свободной частицы в 1+1–мерном пространстве Минковско

го, а значит может быть сведён к соответствующей функции Бесселя.

Всё вышесказанное служит весомым основанием для, во-первых, поиска

координатных представлений рассмотренных ранее пропагаторов, а во-вторых,
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именно в виде разложения по уровням Ландау. В данной главе обсуждают

ся методы и приводятся решения этой задачи для скаляра, фермиона и мас

сивного векторного бозона, опубликованные соискателем в работах [128, 130].

Причём для случая скалярной заряженной частицы в постоянном однородном

магнитном поле соответствующее выражение было получено тремя способами,

а именно, в формализме канонического квантования, а также с использованием

оригинального (ФШ) и модифицированного (МФШ) методов Фока–Швингера.

Для случаев же заряженных частиц со спином, т.е. фермиона и массивно

го векторного бозона использовался только лишь метод МФШ, что опять же

связано с меньшими вычислительными трудностями.

Наконец, в завершение данной главы рассматриваются некоторые свойства

пропагаторов заряженных частиц во внешнем постоянном однородном магнит

ном поле. В частности, показывается, что несмотря на тот факт, что с вычисли

тельной точки зрения 3+1–мерное пространство Минковского распадается на

1+1–мерное подпространство Минковского и 2–мерное евклидово подпростран

ство (что видно из зависимости соответствующих множителей только лишь от

координат одного из подпространств), эти подпространства остаются в некото

ром смысле связанными, а именно, посредством номера уровня Ландау.

3.2. Пропагатор скалярной частицы во внешнем

постоянном однородном магнитном поле в виде

разложения в ряд по уровням Ландау

3.2.1. Построение через классический метод Фока–Швингера

Ранее с использованием классического метода Фока–Швингера нами была

получена формула (1.47) для координатного представления пропагатора ска

лярной заряженной частицы во внешнем постоянном однородном магнитном

поле в виде интеграла по параметру собственного времени. Приведём соответ
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ствующее выражение ещё раз:

𝐺(𝑋,𝑋 ′) = − 𝛽

(4𝜋)2
exp−i𝑒𝑄

∫︀𝑋

𝑋′ d𝜉
𝜇𝐴𝜇(𝜉)

0∫︁
−∞

d𝜏
1

𝜏 sin(𝛽𝜏)
(3.1)

× exp

{︃
i

[︂
(𝑋 −𝑋 ′)2‖

4𝜏
− 𝛽(𝑋 −𝑋 ′)2⊥

4 tg(𝛽𝜏)
+ (𝑚2 − i𝜀)𝜏

]︂}︃
.

Стартуя с данного выражения, получим представление пропагатора в виде сум

мы по уровням Ландау. Для этого заметим, что имеющийся в нём интеграл схож

по форме с известным интегральным представлением для модифицированной

функции Бесселя второго рода [134]:

𝐾𝜈(𝑧) =
1

2

(︁𝑧
2

)︁𝜈 ∞∫︁
0

𝑑𝑡

𝑡𝜈+1
e−𝑡− 𝑧2

4𝑡 , (3.2)

которое справедливо для Re 𝑧2 > 0 и | arg 𝑧| < 𝜋/4.

Чтобы воспользоваться (3.2), преобразуем выражение (3.1) согласно сле

дующему рецепту. Во-первых, перейдём к новой переменной интегрирования:

𝑡 ≡ −i(𝑚2 − i𝜀)𝜏 . (3.3)

Эта замена фактически осуществляет поворот контура интегрирования в ком

плексной плоскости на угол ≈ −𝜋/2− 𝜀/𝑚2, давая следующий результат:

𝐺(𝑋,𝑋 ′) =
i𝛽

(4𝜋)2

0∫︁
(𝑖+𝜀)∞

𝑑𝑡

𝑡
e−

(−𝑍2
q )(𝑚

2−i𝜀)

4𝑡 −𝑡

×
(︂[︀

sinh
(︀
𝛽𝑡/𝑚2

)︀]︀−1
e−

𝛽𝑍2
⊥

4 cotanh(𝛽𝑡/𝑚2)
)︂
. (3.4)

При этом выражение в круглых скобках может быть записано в других обозна

чениях:

[︀
sinh

(︀
𝛽𝑡/𝑚2

)︀]︀−1
e−

𝛽𝑍2
⊥

4 cotanh(𝛽𝑡/𝑚2) = (3.5)

= 2
e−𝑏

1− 𝑐
e𝑎

𝑐+1
𝑐−1 = 2

e−𝑏e−𝑎

1− 𝑐
e−

2𝑎𝑐
1−𝑐 ,
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где 𝑎 = 𝛽𝑍2
⊥/4, 𝑏 = 𝑡𝛽/𝑚2 и 𝑐 = e−2𝑏.

Переход к сумме по уровням Ландау осуществляется с использованием

формулы для производящей функции полиномов Чебышёва–Лагерра [134] 𝐿𝑛

в предположении |𝑐| < 1:

1

1− 𝑐
e−

2𝑎𝑐
1−𝑐 =

∞∑︁
𝑛=0

𝐿𝑛(2𝑎) 𝑐
𝑛 . (3.6)

Далее, дополнительно следует изменить контур интегрирования с ((i + 𝜀)∞, 0)

на (0,∞), при этом условие 𝑐 = 𝑒−2𝑏 = 𝑒−2𝑡𝛽/𝑚2

< 1 становится автоматически

удовлетворённым.

После ряда тривиальных преобразований в экспонентах в выражении (3.4)

и следующих замен

𝑡

𝑚2
=

𝑠

𝑀 2
𝑛

, 𝑀 2
𝑛 = 𝑚2 + (2𝑛+ 1)𝛽 , (3.7)

применим формулу (3.2), чтобы получить для пространственноподобного ин

тервала 𝑍2
q < 0 формулу:

𝐺(𝑋,𝑋 ′) = − i𝛽

4𝜋2
eiΦe−𝛽𝑍2

⊥/4 (3.8)

×
∞∑︁
𝑛=0

𝐾0

(︂
𝑀𝑛

√︁
−𝑍2

q + i𝜀

)︂
𝐿𝑛

(︂
𝛽𝑍2

⊥
2

)︂
.

Для случая же времениподобного интервала (𝑍2
q > 0) нужно преобразовать 𝐾0

с использованием стандартного соотношения для функций Бесселя:

𝐾𝜈(𝑧) = − i𝜋

2
e−i𝜋𝜈/2𝐻(2)

𝜈

(︂
𝑧e−i𝜋/2

)︂
, (3.9)

где 𝐻
(2)
𝜈 – функции Ханкеля второго рода.

В итоге конечное выражение для координатного представления пропага

тора скалярной заряженной частицы во внешнем постоянном однородном маг
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нитном поле в виде разложения в ряд по уровням Ландау запишется как:

𝐺(𝑋,𝑋 ′) =
−i𝛽

4𝜋2
eiΦ

∞∑︁
𝑛=0

𝐿𝑛 e
−𝛽𝑍2

⊥/4

[︂
𝐾0 −

i𝜋

2
𝐻

(2)
0

]︂
, (3.10)

𝐿𝑛 = 𝐿𝑛

(︂
𝛽𝑍2

⊥
2

)︂
, (3.11)

𝐾0 = 𝐾0

(︂
𝑀𝑛

√︁
−𝑍2

‖ + i𝜖

)︂
𝜃(−𝑍2

‖) , (3.12)

𝐻
(2)
0 = 𝐻

(2)
0

(︂
𝑀𝑛

√︁
𝑍2
‖ − i𝜖

)︂
𝜃(𝑍2

‖) , (3.13)

𝑀 2
𝑛 = 𝑚2 + (2𝑛+ 1)𝛽 . (3.14)

Отдельно стоит отметить, что асимптотическое поведение функций 𝐾0 и 𝐻
(2)
0

вблизи светового конуса обсждается, например, в работе [147].

3.2.2. Построение в формализме канонического квантования

Иной способ получения аналитического выражения пропагаторов состоит

в применении процедуры канонического квантования, для чего сперва требует

ся решить соответствующее полевое уравнение:

𝐻(𝜕𝑋 , 𝑋)𝜓(𝑋) = 0 . (3.15)

Напомним ещё раз, что для задачи о пропагаторе скалярной заряженной части

цы оператор 𝐻 записывается следующим образом:

𝐻(𝜕𝑋 , 𝑋) = Π𝜇Π𝜇 −𝑚2 (3.16)

= (i𝜕)2q + 𝛽
[︀
𝑑2𝜂 − 𝜂2

]︀
−𝑚2 ,

где 𝜂 =
√
𝛽
(︁
𝑥−𝑄

𝑝𝑦
𝛽

)︁
и 𝛽 = 𝑒𝐵 .

Несложно убедиться в том, что отнормированные положительночастотные

и отрицательночастотные решения данного уравнения имеют вид:

𝜓(±)
𝑛 (𝑋) =

𝛽1/4√︀
2𝑝0𝐿𝑦𝐿𝑧

e∓i𝑝0𝑡+i𝑝𝑦𝑦+i𝑝𝑧𝑧𝑉𝑛(𝜂) , (3.17)
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где

𝑝0 =
√︀
𝑝2𝑧 +𝑀 2

𝑛 , (3.18)

а 𝐿𝑦 и 𝐿𝑧 задают нормировочный объём.

Как уже ранее отмечалось, функции 𝑉𝑛 являются отнормированными соб

ственными состояниями задачи о квантовом гармоническом осцилляторе

𝑉𝑛(𝜂) =
1√︀

2𝑛𝑛!
√
𝜋
e−𝜂2/2𝐻𝑛(𝜂) , (3.19)

удовлетворяющими следующему соотношению на собственные функции и соб

ственные значения:

[︀
𝑑2𝜂 − 𝜂2

]︀
𝑉𝑛(𝜂) = −(2𝑛+ 1)𝑉𝑛(𝜂) , (3.20)

где 𝐻𝑛 есть многочлены Чебышёва–Эрмита.

Выполняя стандартные вычисления в рамках схемы канонического кван

тования, а именно, рассмотрев вакуумное среднее упорядоченного по времени

произведения полевых операторов 𝜓(𝑋) и 𝜓*(𝑋 ′), т.е.,

𝐺(𝑋,𝑋 ′) = (−i) ⟨0|𝑇{𝜓(𝑋)𝜓*(𝑋 ′)} |0⟩ , (3.21)

мы получаем выражение для пропагатора в следующем виде:

𝐺(𝑋,𝑋 ′) =
√︀
𝛽

∞∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑑2𝑝q𝑑𝑝𝑦
(2𝜋)3

(3.22)

× e−i(𝑝(𝑋−𝑋 ′))q+i𝑝𝑦(𝑦−𝑦′)

𝑝2q −𝑀 2
𝑛 + i𝜀

𝑉𝑛(𝜂)𝑉𝑛(𝜂
′) ,

где было введено обозначение: 𝜂′ =
√
𝛽
(︁
𝑥′ −𝑄

𝑝𝑦
𝛽

)︁
. Заметим, что данное пред

ставление пропагатора в точности совпадает с формулой (1.67), которая была

получена ранее в первой главе в результате использования метода МФШ.

Дальнейшие наши действия предполагают симметризацию выражения (3.22)

согласно многократно рассмотренным в прошлых главах шагам (1.68) – (1.75),

которые связаны с вычислением интеграла по переменной 𝑝𝑦.
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Напомним, что симметризованное представление пропагатора заряженной

скалярной частицы во внешнем постоянном однородном магнитном поле имеет

следующий вид:

𝐺(𝑋,𝑋 ′) =
𝛽

2𝜋
eiΦ

∞∑︁
𝑛=0

𝐿𝑛

(︂
𝛽𝑍2

⊥
2

)︂
e−𝛽𝑍2

⊥/4

×
∫︁

d2𝑝 q

(2𝜋)2
e−i(𝑝𝑍)‖

𝑝2q −𝑀 2
𝑛 + i𝜀

. (3.23)

Заметим, что за исключением неинвариантной фазы eiΦ, слагаемые в (3.23) раз

биваются на два инвариантных (в своих подпространствах) множителя. Первый

множитель зависит только от координат 2–мерной евклидовой плоскости 𝑥𝑦,

перпендикулярной к направлению магнитного поля, и обладает в этой плоско

сти радиальной симметрией.

Второй множитель — двумерный интеграл Фурье в 1+1–мерном подпро

странстве Минковского с координатами 𝑡 и 𝑧:

𝐽‖ =

∫︁
d2𝑝 q

(2𝜋)2
e−i(𝑝𝑍)‖

𝑝2‖ −𝑀 2
𝑛 + i𝜀

. (3.24)

Данный интеграл тривиально вычисляется, и в случае пространственноподоб

ного интервала (𝑍2
q < 0) он равен:

𝐽‖ =
−i

2𝜋
𝐾0

(︂
𝑀𝑛

√︁
−𝑍2

‖ + i𝜖

)︂
. (3.25)

Для случая же времениподобного интервала (𝑍2
q > 0) мы снова применяем (3.9),

чтобы повторно получить уже известное выражение для пропагатора (3.10).

3.2.3. Построение через модифицированный метод Фока–Швингера

Наконец, координатное представление пропагатора заряженной скалярной

частицы во внешнем постоянном однородном магнитном поле в виде разложе

ния по уровням Ландау может быть получено и с помощью модифицированного

метода Фока–Швингера (МФШ). Стоит заметить, что все существенные этапы,
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связанные с применением данного метода, уже были ранее описаны в тех или

иных главах диссертации.

Перечислим их ещё раз без указания деталей.

1. Согласно методу МФШ, общим видом пропагатора является интеграл по

параметру собственного времени от экспоненциального оператора, дей

ствующего на четырёхмерную дельта-функцию (из правой части пропага

торного уравнения) от разности пространственно-временных координат.

2. Для вычисления действия этого оператора на дельта-функцию, послед

няя должна быть представлена надлежащим образом, а именно, в виде

разложения по проекторам, каждый из которых составлен из собственных

функций оператора из левой части пропагаторного уравнения. Выбрав её

для данной задачи в виде (1.62), получим несимметризованное представ

ление пропагатора (1.67).

3. Симметризацию (по отношению к двумерному евклидову подпростран

ству) выражения (1.67) проведём согласно рецепту, обозначенному в фор

мулах (1.68) – (1.74).

4. В полученном симметризованном выражении (1.75) вычислим фурье-инте

грал в 1+1–мерном подпространстве Минковского.

Шаги 2, 3 и 4 фактически являются общими с этапами вычисления, рас

смотренными в предыдущем разделе. В связи с этим заметим, что для случая

скалярной частицы метод МФШ не даёт каких-либо особых преимуществ по

сравнению с формализмом канонического квантования, хотя и является в неко

торой степени более быстрым и удобным, чем использование метода ФШ с даль

нейшим преобразованием выражения от швингеровской интегральной формы

к разложению в ряд по уровням Ландау.

Однако, как уже ранее было неоднократно замечено, в случае частиц со

спином модифицированный метод Фока–Швингера оказывается в некоторой
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степени более быстрым и удобным, поэтому соответствующие вычисления ко

ординатного представления пропагаторов фермиона и массивного векторного

бозона в произвольной 𝜉-калибровке в виде разложения в ряд по уровням Лан

дау будут сделаны, стартуя с выражений, полученных с помощью метода МФШ.

3.3. Пропагаторы частиц со спином во внешнем

постоянном однородном магнитном поле в виде

разложения в ряд по уровням Ландау

3.3.1. Пропагатор фермиона

Для нахождения координатного представления пропагатора фермиона во

внешнем постоянном однородном магнитном поле удобно стартовать с симмет

ризованного представления (2.21), полученного во второй главе с использова

нием метода МФШ. Приведём соответствующее выражение ещё раз:

𝐺(𝑋,𝑋 ′) = [Π𝜈𝛾
𝜈 +𝑚𝐼]𝑆(𝑋,𝑋 ′) , (3.26)

𝑆(𝑋,𝑋 ′) =
𝛽

2𝜋
e𝑖Φ(𝑋,𝑋 ′)

∞∑︁
𝑛=0

∫︁
d2𝑝q
(2𝜋)2

e−i(𝑝𝑍)q

𝑝2q −𝑀 2
𝑛 + i𝜀

(3.27)

× e−𝛽𝑍2
⊥/4

[︂
𝐿𝑛−1Π

(𝑄)
𝑛−1 + 𝐿𝑛Π

(𝑄)
𝑛

]︂
.

После снятия уже встречавшегося нам двумерного интеграла Фурье (3.24) оста

ётся вычислить действие дираковского оператора в формуле (3.26) на 𝑆(𝑋,𝑋 ′).

Для этого опять же воспользуемся правилом (2.23) для “протаскивания” ко

вариантной производной через фазовый множитель, чтобы в итоге получить

следующее выражение для координатного представления пропагатора фермио

на во внешнем постоянном однородном магнитном поле в виде разложения по
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уровням Ландау:

𝐺(𝑋,𝑋 ′) =
−i𝛽

4𝜋2
eiΦ
[︂(︂

i𝜕𝜇 +
𝑒𝑄

2
𝐹𝜇𝜈𝑍

𝜈

)︂
𝛾𝜇 +𝑚

]︂
(3.28)

×
∞∑︁
𝑛=0

e−𝛽𝑍2
⊥/4

[︂
𝐿𝑛−1Π

(𝑄)
𝑛−1 + 𝐿𝑛Π

(𝑄)
𝑛

]︂(︂
𝐾0 −

i𝜋

2
𝐻

(2)
0

)︂
,

Π
(𝑄)
𝑛−1 =

1−𝑄

2
Π+ +

1 +𝑄

2
Π− ,

Π(𝑄)
𝑛 =

1 +𝑄

2
Π+ +

1−𝑄

2
Π− , (3.29)

Π+ = diag(1, 0, 1, 0) , (3.30)

Π− = diag(0, 1, 0, 1) , (3.31)

𝑀 2
𝑛 = 𝑚2 + 2𝛽𝑛 . (3.32)

Вычисление действия оператора 𝜕𝜇 в формуле (3.28) является тривиальной за

дачей. Однако, из соображений лаконичности, имеет смысл оставить финаль

ное выражение пропагатора именно в таком виде. Кроме того, такая запись

оправдывается и тем наблюдением, что в практических вычислениях зачастую

производная будет интегрироваться по частям.

3.3.2. Пропагатор массивного векторного бозона в произвольной

𝜉-калибровке

Для нахождения координатного представления пропагатора массивного

векторного бозона во внешнем постоянном однородном магнитном поле в про

извольной 𝜉-калибровке в виде разложения в ряд по уровням Ландау удобно

стартовать с симметризованного представления (3.33), полученного во второй

главе с использованием метода МФШ. Приведём соответствующее выражение
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ещё раз:

𝐺𝜇
𝜈(𝑋,𝑋

′) =
𝛽

2𝜋
eiΦ

∞∑︁
𝑛=−1

∫︁
d2𝑝q
(2𝜋)2

e−i(𝑝𝑍)‖ e−𝛽𝑍2
⊥/4

𝑝2‖ −𝑀 2
𝑛 + i𝜀

(3.33)

×

(︃
𝑑𝜇𝜈 +

𝜉 − 1

𝑝2‖ − �̃� 2
𝑛 + i𝜀

𝑓𝜇𝜈

)︃
,

𝑑𝜇𝜈 = 𝛿𝜇‖𝜈𝐿𝑛 +
1

2
𝛿𝜇⊥𝜈

(︂
𝐿𝑛+1 + 𝐿𝑛−1

)︂
(3.34)

− i𝑄

2
𝜙𝜇

𝜈

(︂
𝐿𝑛+1 − 𝐿𝑛−1

)︂
,

𝑓𝜇𝜈 =

[︂
𝑝𝜇‖𝑝‖𝜈 +

𝛽𝑄

2

(︂
𝑝𝜇‖(𝑍𝜙)𝜈 + (𝜙𝑍)𝜇𝑝‖𝜈

)︂
(3.35)

−
(︂
(2𝑛+ 1)𝛽 − 𝛽2

4
𝑍2
⊥

)︂
𝛿𝜇⊥𝜈 +

i𝑄𝛽

2
𝜙𝜇

𝜈

]︂
𝐿𝑛

+
i𝛽

2

[︂(︂
𝑝𝜇‖𝑍⊥𝜈 + 𝑍𝜇

⊥𝑝‖𝜈

)︂
− i𝛿𝜇⊥𝜈 −

𝑄𝛽

2
𝑍2
⊥𝜙

𝜇
𝜈

]︂(︂
𝐿(1)
𝑛 + 𝐿

(1)
𝑛−1

)︂
− 𝛽2(𝜙𝑍)𝜇(𝑍𝜙)𝜈𝐿

(2)
𝑛−1 .

Помимо ранее рассмотренного интеграла 𝐽‖, в данной задаче имеется ещё

один двумерный фурье-интеграл схожего вида:

𝐽‖ =

∫︁
d2𝑝 q

(2𝜋)2
e−i(𝑝𝑍)‖[︁

𝑝2‖ −𝑀 2
𝑛 + i𝜀

]︁ [︁
𝑝2‖ − �̃� 2

𝑛 + i𝜀
]︁ (3.36)

=
i

2𝜋

1

𝑚2(𝜉 − 1)

[︂
𝐾0 −

i𝜋

2
𝐻

(2)
0 − �̃�0 +

i𝜋

2
�̃�

(2)
0

]︂
,

где введены следующие обозначения:

�̃�0 = 𝐾0

(︂
�̃�𝑛

√︁
−𝑍2

‖ + i𝜖

)︂
𝜃(−𝑍2

‖) , (3.37)

�̃�
(2)
0 = 𝐻

(2)
0

(︂
�̃�𝑛

√︁
𝑍2
‖ − i𝜖

)︂
𝜃(𝑍2

‖) . (3.38)

Дальнейшие действия заключаются в замене 𝑝‖ на оператор i𝜕‖ в (3.35). В ито

ге получаем координатное представление пропагатора массивного векторного

бозона во внешнем постоянном однородном магнитном поле в произвольной
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𝜉-калибровке в виде разложения в ряд по уровням Ландау:

𝐺𝜇
𝜈(𝑋,𝑋

′) =
−i𝛽

4𝜋2
eiΦe−𝛽𝑍2

⊥/4
∞∑︁

𝑛=−1

{︂
𝑃 𝜇

𝜈 −
1

𝑚2
𝑄𝜇

𝜈

}︂
, (3.39)

𝑃 𝜇
𝜈 =

[︂
𝛿𝜇‖𝜈𝐿𝑛 +

1

2
𝛿𝜇⊥𝜈 (𝐿𝑛+1 + 𝐿𝑛−1)−

i𝑄

2
𝜙𝜇

𝜈 (𝐿𝑛+1 − 𝐿𝑛−1)

]︂
×
[︂
𝐾0 −

i𝜋

2
𝐻

(2)
0

]︂
, (3.40)

𝑄𝜇
𝜈 =

[︂{︂
− 𝜕𝜇‖ 𝜕‖𝜈 +

i𝛽𝑄

2

(︁
𝜕𝜇‖ (𝑍𝜙)𝜈 + (𝜙𝑍)𝜇𝜕‖𝜈

)︁
(3.41)

−
(︂
(2𝑛+ 1)𝛽 − 𝛽2

4
𝑍2
⊥

)︂
𝛿𝜇⊥𝜈 +

i𝑄𝛽

2
𝜙𝜇

𝜈

}︂
𝐿𝑛

−𝛽
2

{︂(︁
𝜕𝜇‖𝑍⊥𝜈 + 𝑍𝜇

⊥𝜕‖𝜈

)︁
− 𝛿𝜇⊥𝜈 +

i𝑄𝛽

2
𝑍2
⊥𝜙

𝜇
𝜈

}︂(︂
𝐿(1)
𝑛 + 𝐿

(1)
𝑛−1

)︂
−𝛽2(𝜙𝑍)𝜇(𝑍𝜙)𝜈𝐿

(2)
𝑛−1

]︂[︂
𝐾0 −

i𝜋

2
𝐻

(2)
0 − �̃�0 +

i𝜋

2
�̃�

(2)
0

]︂
.

3.4. Некоторые свойства пропагаторов

В данном разделе мы обсудим некоторые свойства пропагаторов заряжен

ных частиц во внешнем постоянном однородном магнитном поле, когда они

записаны в виде разложения в ряд по уровням Ландау. Для анализа оказыва

ется удобным использовать координатное представление, причём для простоты

ограничимся лишь случаем скалярной частицы.

Во-первых, заметим, что если не учитывать общую неинвариантную фа

зу, каждый член разложения в (3.10) является произведением двух множите

лей, соответствующих одному из двух подпространств, двумерному евклидо

ву подпространству (задаваемому координатами 𝑥 и 𝑦), а также 1+1–мерному

подпространству Минковского (задаваемому координатами 𝑡 и 𝑧). Для всех по

лученных выражений пропагаторов множитель, описывающий плоскость 𝑥𝑦,

перпендикулярную направлению магнитного поля, является экспоненциально

убывающим. Тем самым становится очевидно, что потенциальные расходимо

сти в петлевых диаграммах могут либо возникать за счёт суммирования ряда
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по уровням Ландау либо быть связанными с множителем в 1+1–мерном подпро

странстве Минковского. В последнем случае, как можно видеть, например, из

интеграла Фурье в импульсном представлении, степень числителя равна степе

ни знаменателя, что значительно улучшает свойства расходящихся выражений.

Во-вторых, обозначенные выше подпространства хоть и независимы с точ

ки зрения соответствующих преобразований симметрий, но тем не менее связа

ны друг с другом посредством номера уровня Ландау 𝑛 в следующем смысле.

Каждая из функций вида

Φ𝑛(𝛼) = 𝐿𝑛(𝛼)e
−𝛼/2 𝛼 = 𝛽𝑍2

⊥/2 (3.42)

описывает распространение частицы в плоскости 𝑥𝑦. Её график состоит из двух

участков, осцилляторного и монотонного (см. Рис. 3.1). На монотонном участ

ке затухающая экспонента доминирует, тем самым делая незначительным соот

ветствующий вклад в полную амплитуду пропагатора со стороны 𝑛-го уровня

Ландау. Для осцилляторного участка известны его границы в аналитическом

виде в зависимости от номера уровня Ландау [148]:

𝛼𝑚𝑖𝑛 ≈ 0 , 𝛼𝑚𝑎𝑥 ≈ 4𝑛 . (3.43)

При этом внутри осцилляторного участка функции Φ𝑛 достаточно хорошо ап

проксимируются следующим выражением:

Φ𝑛(𝛼) ≈
√︂

2

𝜋

sin𝜇(𝛼)[︀
(𝛼𝑚𝑎𝑥 − 𝛼)(𝛼− 𝛼𝑚𝑖𝑛)

]︀1/4 , (3.44)

где 𝜇(𝛼) есть некая непрерывная функция, точный вид которой не является

существенным для данной задачи (для подробностей, см. [149]).

Заметим, что можно провести некую аналогию между данной физической

конфигурацией и той, что наблюдается в задаче об атоме водорода, а именно,

тем фактом, что удалённые орбиты описываются большими значенями главных

квантовых чисел [150].
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Рис. 3.1. Осцилляторный характер функций Φ𝑛 для различных значений номера уровня

Ландау (𝑛 = 25, 50, 75, 125). Осцилляторный участок ограничен значением 𝛼 ≈ 4𝑛 .
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Из формул выше можно установить, что если мы хотим описать распро

странение частицы в плоскости 𝑥𝑦 вплоть до расстояния 𝑅 (т.е. до значения

𝛼 = 𝛽𝑅2/2), нам нужно рассмотреть как минимум 𝑛𝑚𝑖𝑛 членов разложения,

где:

𝑛𝑚𝑖𝑛 ≈ 𝛼/4 ≈ 𝛽𝑅2/8 . (3.45)

Ещё одним наблюдением является тот факт, что амплитуда осцилляций функ

ции Φ𝑛(𝛼) внутри осцилляторного участка (оцененная, например, в его средней

точке 𝛼𝑚𝑎𝑥/2 = 2𝑛) зависит от 𝑛 согласно следующему соотношению:

Φ𝑛 ∼ 1√
𝑛
. (3.46)

С учётом формулы (3.45) это означает, что масштаб функции Φ𝑛𝑚𝑖𝑛
для началь

ного (𝑛 = 𝑛𝑚𝑖𝑛) члена разложения в ряд по уровням Ландау, для которого

значение этой функции в точке с радиальной координатой 𝑅 не является исче

зающе малым, зависит от 𝑅 следующим образом:

Φ𝑛 ∼ 1√
𝛽𝑅

. (3.47)

Оказывается, что описанное выше не является единственным механизмом,

посредством которого радиальная координата 𝑅 влияет на полную амплитуду

пропагатора. Заметим, что хоть функции 𝐾0 и 𝐻
(2)
0 зависят только от квад

рата интервала 𝑍2
‖ в 1+1–мерном подпространстве Минковского (и не зависят

явно от координат 𝑥 и 𝑦), некая связь с плоскостью 𝑥𝑦 всё-таки сохраняется, а

именно, посредством номера уровня Ландау 𝑛, от которого зависит эффектив

ная масса 𝑀𝑛. Как было установлено в выражении (3.45), большие значения 𝑅

влекут за собой большие значения номера минимального уровня Ландау 𝑛𝑚𝑖𝑛,

начиная с которого амплитуда пропагатора (а точнее, Φ𝑛) не является изсчеза

юще малой. Это, в свою очередь, приводит к большим значениям для величины

𝜁 =
√︀
𝑚2 + (2𝑛𝑚𝑖𝑛 + 1)𝛽

√︁
|𝑍2

‖ |. Используя известные выражения для асимпто
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тического поведения функций Бесселя [134, 135]

𝐾0(𝜁) ≈
√︂

𝜋

2𝜁
e−𝜁 , (3.48)

𝐻
(2)
0 (𝜁) ≈

√︂
2

𝜋𝜁
e−i(𝜁−𝜋/4) , (3.49)

мы заключаем, что радиальная координата 𝑅 из плоскости 𝑥𝑦 дополнительно

контролирует масштаб полной амплитуды пропагатора через множители (зави

сящие от номера уровня Ландау), описывающие подпространство 𝑡𝑧, согласно

следующим асимптотикам:

𝐾0 ∼ e−𝛽𝑅/
√︀
𝛽𝑅 , (3.50)

𝐻
(2)
0 ∼ 1/

√︀
𝛽𝑅 . (3.51)

Полученные в данной главе формулы могут служить для аналитической оценки

масштаба амплитуды пропагатора при обрезании ряда по уровням Ландау в

разного рода физических конфигурациях.

3.5. Основные результаты третьей главы

В данной главе были найдены выражения для координатного представле

ния пропагаторов заряженных частиц (скаляра, фермиона и массивного вектор

ного бозона в произвольной 𝜉-калибровке) во внешнем постоянном однородном

магнитном поле в виде разложения в ряд по уровням Ландау. Интерес в именно

таком разложении подогревается тем фактом, что для случая свободных полей

рассмотрение некоторых классов петлевых диаграмм приводит к интегралам,

имеющим хорошие аналитические свойства именно в координатном представ

лении. Эти интегралы содержат в качестве подынтегрального выражения про

изведение различных функций Бесселя. В отличие от швингеровской формы,

где внутри интеграла по параметру собственного времени содержатся тригоно

метрические функции, разложение в ряд по уровням Ландау приводит к выра

жению пропагатора, записанному в терминах функций Бесселя и многочленов
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Чебышёва–Лагерра. В связи с этим есть все основания считать, что рассмотре

ние некоторых классов петлевых диаграмм во внешнем постоянном однородном

магнитном поле будет иметь успех при использовании именно такого представ

ления.

Для случая скалярной частицы вычисления были проведены тремя различ

ными (хоть и местами похожими) способами, а именно, в рамках формализма

канонического квантования, а также с помощью классического (ФШ) и моди

фицированного (МФШ) методов Фока–Швингера. Как и ожидалось, во всех

слуаях было получено одно и то же финальное выражение. Это выражение

в дальнейшем использовалось для исследования асимптотического поведения

членов ряда, а также для установления косвенного влияния радиальной коор

динаты (из плоскости, перпендикулярной направлению магнитного поля) на

полную амплитуду пропагатора посредством номера уровня Ландау.

Хотя для вычисления пропагатора скалярной частицы использование ме

тода МФШ не даёт существенных преимуществ, в случае частиц со спином

(фермиона и массивного векторного бозона) его применение является более чем

оправданным, что обсуждалось в соответствующих разделах данной главы.

Указанные представления пропагаторов получены впервые. В дальнейших

исследованиях предполагается их использование для вычисления некоторых

петлевых диаграмм в процессах с присутствием внешнего постоянного однород

ного магнитного поля.
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Заключение

В настоящей диссертации была представлена разработанная соискателем

модификация классического метода Фока–Швингера (ФШ). Описанный как в

общем виде, так и применённый к ряду частных задач, модифицированный

метод Фока–Швингера (МФШ) является рецептом для решения пропагаторных

уравнений, состоящим из следующих шагов:

1. представление пропагатора в виде интеграла по параметру собственного

времени от экспоненциального оператора, действующего на дельта-функ

цию (из правой части пропагаторного уравнения) от разности простран

ственно-временных координат;

2. разделение экспоненциального оператора на последовательность комму

тирующих экспонент;

3. выбор разложения дельта-функции в ряд/интеграл по проекторам, состав

ленным из собственных функций одного из операторов из левой части

пропагаторного уравнения;

4. замена операторных конструкций на скалярные путём применения соот

ношения на собственные функции и собственные значения для экспонен

циальных операторов;

5. тривиальное снятие интеграла по параметру собственного времени;

6. прочие преобразования к нужному представлению.

С некоторой точки зрения данный метод является комбинацией метода ФШ

и подхода к нахождению пропагаторов в рамках формализма канонического

квантования. А именно, от первого заимствуется интегральное представление

пропагатора по параметру собственного времени, а от второго – нахождение и

использование общего вида решения соответствующего полевого уравнения. В
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то же время метод МФШ выгодно отличается от своих “конкурентов” по ряду

характеристик.

� Во-первых, так как разложение дельта-функции ведётся с использованием

решений полевого уравнения, мы в явном (или почти явном) виде пользу

емся имеющимися симметриями задачи, а также соответстующими кван

товыми числами. Это, в частности, означает, что уже на начальных вычис

лительных этапах выражение пропагатора находится в виде, достаточно

близком к импульсному представлению, использование которого является

удобным для большого числа задач. Напротив, в рамках метода ФШ эти

квантовые числа фактически скрыты в соответствующих математических

конструкциях, а симметрии проявляются лишь косвенно.

� Во-вторых, в отличие от метода ФШ, где требуется дополнительно вы

полнять интегрирование финального выражения по параметру собствен

ного времени, в рамках метода МФШ данный интеграл снимается уже

на одном из начальных этапов вычислений, давая фактически тот же ре

зультат, что получается после вычисления спиновой матрицы плотности

в рамках метода канонического квантования.

� В-третьих, метод МФШ не требует нахождения спиновых состояний, их

нормировку и ортогонализацию, с дальнейшим нахожденим спиновой мат

рицы плотности (как это происхоит в рамках канонического квантования),

что обусловлено наличием дельта-функции в правой части пропагаторно

го уравнения.

� Наконец, благодаря разделению экспоненциального оператора на последо

вательность коммутирующих экспонент, задача фактически разбивается

на этапы, каждый следующий из которых в умеренной степени усложняет

результат предыдущего. Это в целом делает вычисления более простыми,

удобными и прозрачными.
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В рамках данной диссертации метод МФШ был применён для построения

пропагаторов заряженных частиц (скаляра, фермиона и массивного векторно

го бозона в произвольной 𝜉-калибровке) во внешнем постоянном однородном

магнитном поле в виде разложения по уровням Ландау. Необходиомсть такого

рода выражений диктуется тем фактом, что в современных задачах на стыке

квантовой теории поля и астрофизики наличие внешнего поля (в частности,

магнитного) является скорее правилом, нежели исключением. Знание аналити

ческого вида соответствующего пропагатора в этом случае позволяет проводить

точные вычисления амплитуд процессов как в древесном приближении, так и

для петлевых диаграмм.

Задачи во внешних полях порождают множество представлений. С точки

зрения формы записи финальных выражений пропагатора, помимо возможно

сти использовать или координатное или импульсное (а также смешанное) пред

ставление, имеется ещё и независимый выбор между видом пропагатора либо

через интеграл по параметру собственного времени либо в виде разложения в

ряд по уровням Ландау. Последний случай обладает очевидной интерпретиру

емостью, в связи с чем именно он и был выбран для рассмотрения в рамках

метода МФШ.

Кроме обозначенной выше интерпретируемости разложения в ряд по уров

ням Ландау, выражения для отдельных членов соответствующей суммы содер

жат в себе множитель, по форме схожий с пропагатором в 1+1–мерном про

странстве Минковского. Это, в свою очередь, означает, что координатные пред

ставления таких пропагаторов будут выражаться через фукции Бесселя. При

нимая во внимание тот факт, что в этом случае для целого класса петлевых

диаграмм имеются удобные методы вычисления и упрощения соответствующих

интегралов, в данной диссертации были к тому же найдены координатные пред

ставления пропагаторов заряженных частиц (скаляра, фермиона и массивного

векторного бозона в произвольной 𝜉-калибровке) во внешнем постоянном одно

родном магнитном поле в виде разложения по уровням Ландау.
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Наконец, помимо финальных выражений пропагаторов, удобных для рас

чётов конкретных квантово-полевых процессов, были также найдены всевоз

можные промежуточные представления той или иной степени общности. Осо

бого внимания заслуживает наиболее общее из них, а именно в виде интеграла

по параметру собственного времени от серии коммутирующих экспоненциаль

ных операторов, последовательно действующих на дельта-функцию от разно

сти пространственно-временных координат, полученное для случаев фермиона

и массивного векторного бозона в произвольном постоянном однородном элек

тромагнитном поле. Такого рода представления могут быть полезны для теоре

тического анализа, например, путём всевозможных преобразований экспонен

циальных операторов, в частности, их разложения в ряд по малому параметру.

Стоит также отметить, что благодаря единству математического описа

ния задач во внешних полях с задачами в криволинейных координатах (в т.ч.

в искривлённом пространстве) через аппарат ковариантной производной, все

рассмотренные методы для первого класса задач могут быть применены и для

второго. В частности, это означает, что при поиске пропагаторов частиц в кри

волинейных координатах использование метода МФШ будет давать те же пре

имущества, что обсуждались выше. Это факт нашёл отражение в работе сто

ронней группы авторов, где с использованием метода МФШ ими было найдено

выражение для пропагатора фермиона во вращающейся среде.

В целом метод МФШ гармонично вливается в семейство методов поиска

пропагаторов частиц, позволяя с иной стороны взглянуть на их структуру и

свойства. Его дальнейшее развитие может вестись по ряду направлений.

� Во-первых, не рассмотренным остался случай постоянного электрического

поля (со всевозможными его модуляциями), что имеет важность для таких

процессов, как например, швингеровское рождение пар.

� Во-вторых, есть основания считать, что метод МФШ может быть успешно

применён для другой важной конфигурации внешнего поля, а именно,
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поля плоской электромагнитной волны.

� В-третьих, теоретический анализ экспоненциальных операторов, их пре

образований и коммутационных свойств может помочь в отыскании иных

конфигураций электромагнитного поля, разрешимых как аналитически

точно, так и в виде некоего приближения.

� В-четвёртых, интерес представляет применение метода МФШ для боль

ших размерностей (как пространственных, так и спиновых), например,

для уравнения Рариты–Швингера. За счёт отсутствия необходимости ма

нипуляций со спиновыми состояниями, это может дать значительный вы

игрыш в уменьшении количества рутинных вычислений, которые стано

вятся всё более трудоёмкими по мере роста размерности.

� В-пятых, напротив, можно задаться целью исследовать меньшие размер

ности пространства Минковского, что потенциально должно расширить

класс точно разрешимых задач. Типичным примером этого могут быть

1+1–мерные конформные теории поля.

� Наконец, продуктивным видится применение метода МФШ для задач в

криволинейных координатах, в особенности, для поиска пропагаторов в

искривлённом пространстве-времени.

Несмотря на имеющиеся преимущества перед другими методами поиска

пропагаторов, модифицированный метод Фока–Швингера, однако, не являет

ся магическим средством для разрешения пропагаторных уравнений в любых

физических конфигурациях. Успех его применения в значительной степени за

висит как от надлежащего разложения дельта-функции (что эквивалентно на

хождению общего решения полевого уравнения), так и от наличия хороших ком

мутационных соотношений между слагаемыми в операторе из пропагаторного

уравнения. По состоянию на данный момент, метод МФШ стоит рассматривать
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как способ нахождения пропагаторов более коротким путём с явным (или по

чти явным) использованием имеющихся симметрий, что в результате может

значительно понизить порог вхождения в ту или иную область исследований в

современной теоретической физике.

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руководителю

д.ф.-м.н. проф. Кузнецову Александру Васильевичу за плодотворные дискуссии
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